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VORREDE. 



Vorliegende Schrift des im Jahre 1863 gestorbe- 
nen Professor Dr. Beer schliesst sich seiner von Pro- 
fessor Plücker im Jahre 1865 herausgegebenen „Ein- 
leitung in die Electrostatik , die Lehre vom Magnetis- 
mus und die Electrodynamik " an, worin sie auch 
vorläufig angekündigt wurde. Nachdem im vorigen 
Sommer auch Plücker durch den Tod den Wissen- 
schaften entrissen worden, fiel die Herausgabe dem 
Unterzeichneten allein zu, der auch bei jenem früher 
erschienenen Werke vielfach betheiligt war. 

In vorliegendem Werke hat der Verfasser, ähnlich 
wie in dem früheren , sich zum Ziele gesetzt , den Le- 
ser auf dem kürzesten Wege mit den wichtigsten Re- 
sultaten, welche die Theorie der Elasticität und Ca- 
pillarität bisher gewonnen, bekannt und ihm dadurch 
die bezüglichen Originalabhandlungen verständlich zu 
machen. Da das Manuscript, wie es von Beer hinter- 
lassen worden, die Ableitung der Sätze und Formeln 
mehrfach nur sehr kurz gibt, so hat der Herausgeber, 
um das Verständniss zu erleichtern, die mathemati- 
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sehen Ent Wickelungen, soweit es nöthig schien, er- 
gänzt. Auch die Figurentafeln, auf denen die Me- 
ridiancurven einiger bei den Plateau'schen Versuchen 
zur Sprache kommenden Flächen dargestellt sind, sind 
vom Herausgeber hinzugefügt worden. 

Die Herausgabe des Restes der Beer 'sehen Ma- 
nuscripte, welcher die Wärmetheorie und Optik zum 
Gegenstande hat, soll derjenigen vorliegender Schrift 
thunlichst bald nachfolgen. 

Düren, im Januar 1869. 

A. Oiesen. 
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THEORIE DER ELASTICITÄT. 



L 

Uel&er die Elasticitätskraft nnd das Elasticitäts- 
gleichgewicht bei festen Körpern. 



1. Allgemeine Betrachtungeii über die Elasticitätskraft. 

Die Erscheinungen der Elasticität haben ihren Grund in 
Kräften^ die zwischen den Theilchen der Körper thätig sind 
und nur dann zu einer merklichen Grösse ansteigen, wenn die 
Entfernung der auf einander wirkenden Theilchen sehr klein 
ist. Die Kraft, mit welcher ein Theilchen, dessen Masse m^ 
ist, von einem zweiten Theilchen, dessen Masse m^ ist, an- 
gezogen oder abgestossen wird, denken wir uns mit den Mas- 
sen m^ und m^ proportional und überdies von der Entfernung 
^r abhängig, so dass sie durch den Ausdruck: 

bezeichnet werden kann. — So lange der natürliche Zustand 
des Körpers keine Aenderung erlitten hat, halten sich alle die 
Kräfte, die an einem Theilchen angreifen und aus der Ein- 
wirkung aller näher gelegenen Theilchen entspringen, das Gleich- 
gewicht. Während dieser Zustand besteht, denke man sich 
den Körper durch eine Ebene E in zwei Theile T^ und jT, 
zerlegt. Alsdann leuchtet ein, dass der Gleichgewichtszustand 
des Theiles T^ in Nichts gestört wird, wenn man den Theil 
Tg entfernt und zugleich auf die Theilchen von T^ , welche un- 
mittelbar an E liegen und eine ausserordentlich dünne Schicht 
bilden, genau solche Ejräfte wirken lässt, wie sie vorher von 
dem Theile T^ ausgingen. Diese Kräfte lassen sich als Zug- 

1* 
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oder Druckkräfte auffassen, die an der Trennungsfläche JS 
thätig sind. Es ist hierbei klar, dass die Kraft, weiche an 
dem Elemente s der letzterwähnten Ebene anzubringen ist, um 
die Wirkung des Theiles Tg zu ersetzen, sich aus den Kräf- 
ten zusammensetzt, welche auf die unter € befindlichen Theil- 
chen der erwähnten Schicht von Seiten des Theiles Tg wirken. 
Diese Kraft bezeichnen wir als die an dem Elemente s wir- 
kende Elasticitätskraft und wollen uns dieselbe stets so ge- 
richtet denken, dass sie die Wirkung vorstellt, welche der 
vom Coordinatenanfangspunkte abgewandte Theil des Körpers 
auf den demselben zugewandten ausübt. Wenn wir daher die 
Componenten derselben nach drei auf einander senkrechten 
Coordinatenaxen durch sXq^ sYq^ sZq bezeichnen, ferner un- 
ter ^r wie oben den Abstand eines Theilchens m^ in T^ von 
einem Thcilchen mg in Tg, und unter Jx, dy, Az die Pro- 
jectionen jenes Abstandes auf die drei Axen verstehen, so 
hat man: 

£Zo = Äm,/Smgi^(^r)~, 
aFo-S^Srngi^Cz^r).^, 



£ZQ==Sm^Sm^F{Jr) 



Az 



Hier ist die erste Summation auf die in Betracht kommenden 
Theilchen des Stückes Tg, welche eine auf dem Elemente b 
aufliegende dünne Schicht bilden, auszudehnen, während sich 
die zweite Summation über die Theilchen des Stückes T^ er- 
streckt, die unter dem Elemente £ bis zu derjenigen Tiefe hin 
liegen, die bei der gegenseitigen Wirkung der betreffenden 
Stücke noch in Betracht kommt. Diese Tiefe, der Radius der 
Wirkungssphäre für die Molecularkräf te , wird als eine Grösse 
betrachtet, welche, gegen die Dimensionen des Körpers gehal- 
ten, verschwindet. — Für feste Körper müssen im natürlichen 
Zustande die Grössen Xq, F^, Z^ verschwinden. 

Der elastische Körper kann dadurch, dass an einzelne 
oder alle Theile desselben Kräfte applicirt werden, in einen 
neuen, gezwungenen Gleichgewichtszustand gebracht werden. 
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Hierbei werden im Allgemeinen seine Theilchen ihre ursprüng- 
lichen, dem natürlichen Gleichgewichtszustande entsprechenden 
Lagen verlassen und einen neuen Ort aufsuchen. Es werde 
unterstellt, dass bei der Aenderung der Gestalt, welche in dem 
Atomensystem des Körpers durch das Hinzutreten der neuen 
Kräfte bewirkt wird, die Variation der Distanz dr zweier 
Theilchen, die auf einander wirken, im Vergleich mit dem ur- 
sprünglichen Betrage dieser Distanz eine sehr kleine Grösse 
sei. Das Wachsthum von /dr werde durch /^q bezeichnet und 
die Zuwachse der Projectionen von jdr auf die Coordinaten- 
axen seien sd^, ^tj^ ^^. Dem Früheren entsprechend ergeben 
sich dann als Componenten der am Elemente a wirkenden Zug- 
oder Druckkraft, welche in dem neuen gezwungenen Gleich- 
gewichtszustände auftritt: 



fZi = Äm^ Sm^ JF(^r + Jq) 



^z + Jl 
^r + jdQ 



Wie aus der Relation: 

(^r + ^Q)' = {Jx + J^y+ {^y + Jrif + {J0 + z/ft» 
folgt, ist zu setzen: 

Entwickelt man nun die vorstehenden Ausdrücke für die Kraft- 
componenten nach steigenden Potenzen der Grössen ^2> ^'^y 
jd^y wobei man alle Glieder der zweiten und höheren Dimen- 
sionen ausser Acht lässt, und zieht dann von den so erhalte- 
nen Ausdrücken für «X^, ^Y^y sZ^ die obigen für die Com- 
ponenten «Xq, sYQy bZq der im ursprünglichen Zustande auf- 
tretenden Kraft ab, so findet man endlich für die Componenten 
der durch die Deformation des Körpers entstandenen elastischen 
Kraft: 
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Der neue Zustand des Körpers ist vollständig bestimmt, 
wenn die Verschiebungen bekannt sind, welche ein Punkt längs 
den drei Coordinatenaxen erlitten hat, während er aus seiner 
ursprünglichen in die neue Lage versetzt wurde. Wir wollen 
annehmen, die Verschiebungen seien für den Punkt, dessen 
ursprüngliche Coordinaten Xy y, z sind, bezüglich g, i;, g, so 
dasB die neuen Coordinaten a;+5? y + V) ^ + 5 sei^ werden. 
Die Verschiebungen |, t^, g sind Functionen der Coordinaten, 
und es erlangt der Punkt, dessen ursprüngliche Coordinaten 
x + ^Xf y + ^yy + J0 sind, nach der Verschiebung die Co- 
ordinaten: 

y + Jy + rj + p^Jx + p^Jy+p^J,, 

wenn wiederum nur Glieder mit den ersten Potenzen der Zu- 
wachse ^x, Jyy ^js berücksichtigt werden. In jedem der 
drei obigen Ausdrücke fällt die Summe der drei letzten Glie- 
der mit den vorher durch ^5> ^Vf ^i bezeichneten, auf die 
beiden Punkte (x^y , z) und (x + dx, y -f /Jy, z + /Iz^ bezüg- 
lichen Grössen zusammen. Daher erhält man z. B. für das in 
dem obigen Ausdrucke der Componente fX auftretende erste 
GUed: 

wobei man beachten möge, dass bei der Annäherung, die wir 
erstreben, die Diflferentialquotienten der Verschiebungen nach 
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den Coordinaten in der ganzen Ausdehnung der auftretenden 
Summen als constant betrachtet werden müssen. Mit Rück- 
sicht darauf, dass bei festen Körpern im natürlichen Zustande 
die oben durch Xq, F^, Zq bezeichneten Kräfte verschwinden 
müssen, ersieht man, dass bei solchen der ganze vorstehende 
Ausdruck verschwindet und gerade so die beiden ersten Glie- 
der in den Ausdrücken für die beiden anderen Componenten 
der Elasticitätskraft. Setzt man nun noch: 

wo fp also eine reine Function von Jr ist, so hat man end- 
lich für die Componenten der Elasticitätskraft bei einem festen 
Körper, wenn man in die früheren Formeln für ^g, z/t^, ^5 
ihre Werthe setzt, folgende allgemeine Ausdrücke: 

^ ^^ I dx dy d0 



dri 
z 



+ ^xJyJz.g+Ay^^^z.^ + JyJz'^.p^ 
+ Jx^^y .^^^+JxJf .p^ + ^xJyJz .^^ 

+ /Ix' Jz . ^-^ + /lxAy/lz . ^ + JxJz^ . ^ 
^ dx ^ dy dz 

+ Ax AyJz . ^^ + Ay^^Az • ^ß + AyJz^ . ^j- . 
^ ^ dx "^ dy ^ dz\ 

Die am Elemente b thätige Elasticitätskraft, deren Com- 
ponenten jetzt gefunden sind, ist natürlich von der Wahl des 
Coordinatensystems unabhängig, und aus diesem Grunde müs- 
sen sich ihre Componenten in eine Form bringen lassen, welche 
diese Unabhängigkeit in die Augen springen lässt. Auf Be- 
stimmung jener Form zielen die folgenden Betrachtungen. 
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Da, wie vorhin bemerkt, die Diflferentialquotienten der Ver- 
schiebungen als constant zu betrachteci sind, so dürfen diesel- 
ben auch neben die auftretenden Doppelsummen als Factoren 
gesetzt werden. Die Doppelsummen selbst sind, wie leicht er- 
sichtlich, mit 6 proportional, so dass, unter ^ eine blosse Func- 
tion von z^r verstanden, gesetzt werden darf: 

Smy^ Sm^ <p Jx^Jy^dz^ = s Sm^ Sm^ il^ ^x^ /Ixj^ Az^ . 
Wir wollen jetzt die Unterstellung machen, dass die Coordi- 
natenaxen in dem zu betrachtenden Körper so orientirt und 
letzterer so gebaut sei, dass in Bezug auf jede der drei Co- 
ordinatenebenen vollkommene Symmetrie stattfindet. In die- 
sem Falle wird für jedes auf der a;-Axe senkrechte Element 
der Ausdruck Sm^ ip ^x^ ^y^ ^z^ verschwinden, wenn b oder c 
ungerade ist. Ebenso verschwindet er bei einem auf der y-Axe 
senkrechten Elemente, wenn a oder c, und bei einem auf der 
;3f-Axe senkrechten Elemente, wenn a oder b ungerade ist. 

Hiernach und mit Rücksicht auf die übrigen Bemerkun- 
gen stellen sich die Componenten X^, Y^y Zx der auf die 
Flächeneinheit bezogenen Elasticitätskraft, welche ein auf der 
a?-Axe senkrechtes Element angreift, wie folgt dar: 

X^ = Sm^ Sm^ tl^ ^01? • -r- -^Sm^Sm^ ^ /Ix z/t/^ • -~ 

+ Sm^Sm2t J X Jz^ ' -^, 



Zs=8m.Sm,^^xJz^{§^^f} 
Ebenso hat man bei einem auf der y-Axe senkrechten Elemente: 
Yy=^SmiSm2tlf ^y^ • j^ + Sm^Sm^t ^y^oc^ . -~ 

+ Sm^Sm2tJyJz^'-^, 
Und für ein auf der jer-Axe senkrechtes Element ist: 
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+ Sni^ Sm^ i' ^z Ax^ • -^^ , 

Aus den letzterhaltenen Ausdrücken lässt sich, indem matt 
die Betrachtung des sogenannten Elementartetraeders zu Hülfe 
nimmt, die gewünschte Form für die an einem beliebig ge- 
richteten Elemente thätige Elasticitätskraft finden. Durch drei 
den Coordinatenebenen parallele und eine vierte beliebig ge- 
richtete Ebene werde aus der Masse des Körpers ein Tetraeder 
von sehr kleinen Dimensionen herausgeschnitten, von dem an- 
genommen werde, dass seine Spitze dem Ursprünge zugekehrt 
sei. Die drei auf den Coordinatenaxen senkrechten Seiten- 
flächen seien bezüglich b^^ £y, fz, während die vierte durch s 
und die Winkel, welche eine nach aussen gerichtete Normale 
von s mit den Axen bildet, durch a, ß, y bezeichnet werden 
mögen. In den Punkten des Tetraeders greifen im Allgemei- 
nen äussere Kräfte an, und die Wirkung der neben dem Te- 
traeder in dem betrachteten Körper vorhandenen Materie lässt 
sich durch Zug- oder Druckkräfte ersetzen, die an den Seiten- 
flächen des Tetraeders thätig sind. Letztere Kräfte mögen, auf 
die Flächeneinheit bezogen, durch — Por, —Py) —Pz, P be- 
zeichnet werden, wo dann die P die an den Flächen des Te- 
traeders wirkenden Elasticitätskräfte sind. Für verschwin- 
dende Dimensionen des Tetraeders verschwinden die äusseren 
Kräfte, deren Resultante ein Unendlich -Kleines dritter Ord- 
nung ist, gegen die Molecularkräfte, welche Unendlich -Kleine 
zweiter Ordnung sind, und müssen sich letztere, nach demsel- 
ben Punkte hin verschoben, das Gleichgewicht halten, was 
offenbar auch die einzige Bedingung für das Gleichgewicht des 
Tetraeders ist. Es ist folglich, wenn die Componenten der 
Molecularkräfte nach den drei Axen durch die entsprechenden 
Buchstaben dargestellt werden: 
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f J. "~~ Cjg X. X ■"" ^y -*- y "~" ^s -*- s ~~' v) j 
^Zt — hx Zix — ^yZy — ^z «^a ^^^ 0. 

Nun hat man aber: 

und folglich hat man für die Componenten der auf die Flächen- 
einheit bezogenen Elasticitätskraft P, welch^ an einem Flächen- 
elemente wirkt, dessen Normale mit den Axen die Winkel 
a, ßy y bildet: 

X=XxCOScc + Xy cos ß + Xj^cosy, 
T= Yx cos a+ YyCOsß+ Y^, cos y , 
Z = Zx cos a + Zy cos ß + Z^ cos y. 



2. Gesetze der Elasticitätskraft in homogenen und 

isotropen Körpern. 

Die Resultate, welche sich uns bisher ergeben haben, mö- 
gen jetzt für den Fall eines nach allen Richtungen hin gleich 
beschaffenen, d. i. eines isotropen Mittels, weiter verfolgt wer- 
den. Die Coefficienten der Differentialquotienten, welche in 
den Grössen X^y . , . • Z% auftreten und lediglich von der Be- 
schaffenheit des Mittels abhängen, ziehen sich hier auf zwei 
wesentlich verschiedene Grössen zurück, nämlich: 

und 

Demzufolge wird: 

Xy = Yx } Xz == Zx f Yz = Zyy 

so dass man für die Componenten der durch die Deformation 

erzeugten Molecular- oder Elasticitätskraft folgende Ausdrücke 

findet: 

X=:NxCOs a + Tz cos ß+ Ty cosyy 

Y— T^ cos a + NyCOsß + Tx cosy, 

Z= Ty COS a+ Tx cos ß + Nacosy y 

wo zu setzen ist: 
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Die Constanten Grössen ö und ft treten in ein bestimm- 
bares Verhältniss, wenn die Massentlieilchen, welche wir durch 
mj und m^ bezeichneten, so nahe und in der Art an einander 
rücken, dass der Raum, den sie erfüllen, als stetig von homo- 
gener Materie erfüllt betrachtet werden darf. In dieser Unter- 
stellung lassen sich die durch a, ft bezeichneten Summen unter 
der Gestalt von bestimmten Integralen darstellen und so mit 
einander vergleichen. Die ohne besondere Schwierigkeiten aus- 
zuführende Rechnung liefert: 

so dass dann erhalten wird: 

Wenn man ein neues Coordinatensystem einführt, das sich 
nur durch die Richtung der Axen von dem bisher gebrauch- 
ten unterscheidet, und für dieses neue System mittelst der 
obigen Formeln die Kräfte N und T bestimmt, so zwar, dass 
in ihren Ausdrücken nur die neuen Coordinaten und die Pro- 
jectionen der Verschiebungen auf die neuen Axen auftreten, 
so können sich , weil nach der Annahme der «Körper ein iso- 
troper sein soll, die so erhaltenen Ausdrücke von den oben 
aufgeführten in der Form nicht unterscheiden, wie auch nicht 
in den Coefficienten der Diflferentialquotienten. 

Bezeichnen wir, um dieses zu erweisen, die neuen Coordi- 
naten mit x\ y'f /, die neuen Verschiebungen mit g', i^', g' 
und die neuen Kräfte mit N'y T', so können wir die Formeln, 
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welche den Uebergang von dem einen Systeme zum andern 
ausdrücken^ so schreiben: 

y = ax+h'y+c'/, V^H+Vv+i"t> 

ff f . -itf f . ff r c,f >»i' \ ff c 

z==a x+b y + c 0, g z= cE, + c rj + c g, 
wobei dio Coefficienten die Cosinus der Winkel sind, die die 
neuen Axen mit den alten bilden, zwischen denen bekanntlich 
eine Reihe von Relationen besteht, wie 

a^ + b^ + c^=:l, a? + a^ + a^=^\y 

a6 + a'6' + a"6" = 0, aa' + &6' + cc' = u. s. w. 
Man erhält nun leicht: 

dl' ( dl . rdl . ,rdl\ . ,( dri . rdrj . ,,dri\ 

+ '^ VTx-^''Ty+^ Tz) 

.d% ,j.rfij „,dl . ,(dl . drA , „(dl . dt,\ 

, , „(dri , dl\ 
+ ''''\ri + Ty)' 

woraus man durch blosse Vertauschung der Coefficienten a mit 

6 oder c die Ausdrücke für -A oder -^ erhält. Eberiso er- 

dy dz 

hält man: 

+ (,,.+,-.)(«+g)+(5r+rc,(g+|), 

und hieraus bildet man sofort die Ausdrücke: 

dl' di' . dl' dri 
dz dx dy dx 

durch blosse Vertauschung der Coefficienten 6, c mit a, c oder 
a, 6. Aus dem Vorhergehenden folgt nun sogleich: 

dl' dyj d%' _dl dri dt 
dx'^dy'^d/ dx'^dy'^dz' 

wie auch zu erwarten war, da der Ausdruck 3- + 3- + -7^, 

ax ay az 

den wir abkürzend fortan mit bezeichnen werden, die in 
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dem Punkte (Xy y, z) erzeugte cubische Dilatation darstellt, so- 
mit von der Richtung der Coordinatenaxen nicht abhängig 
sein kann. Die erwähnte Bedeutung des in Rede stehenden 
Ausdruckes ergibt sich sogleich durch Betrachtung eines ver- 
schwindend kleinen Parallelepipeds, dessen einer Eckpunkt 
(Xj y, e) ist, und dessen mit den Axen parallele Kanten die 
Längen dx^ dy, dz haben, um nun weiter die N' und T' durch 
die N und T auszudrücken, haben wir z. B. für die Compo- 
nenten der an einem auf der a;'-Axe senkrechten Flächenele- 
mente wirkenden Elasticitätskraft, solche nach den alten ^xen 
genommen, in Folge der oben aufgestellten Formeln: 

X = aNa: + aT:, + aTy\ 

Z=aTy+aTs + a'N^. 
Durch Projection dieser Componenten auf die neuen Axen er- 
halten wir JV'j., T'a und T'j,; z.B.: 

N'^ = aW^ + aWy+a'W^ + 2aaT^ + 2aa'Ty + 2aa'T^y 
T\ = abN^+ aVNy + a'V'N^ + {ah + a V) T« -1- {ah + a V) Ty 

woraus die anderen N' und T' durch blosse Vertauschung der 
Coefficienten erhalten werden. Mittelst der im Vorhergehen- 
den entwickelten Ausdrücke für die neuen DiflFerentialquotien- 
ten der Verschiebungen und die neuen Elasticitätskräfte und 
mit Rücksicht auf die zwischen den Coefficienten a, 6, c etc. 
bestehenden Relationen ersieht man min sogleich, dass die Aus- 
drücke für die JV' und T' ganz dieselbe Form erhalten, wie 
diejenigen für die N und T , und dass dasselbe stattfindet, 
ivelches auch der Coefficient von in den Ausdrücken für die 
N sein mag, indem das Glied fi0 in die Ausdrücke für die 
N' ungeändert übergeht, während es aus denen für die T' 
fortfilllt. Aus diesem Grunde darf man den Coefficienten von 
durch einen anderen ersetzen, ohne dass die Form der Aus- 
drücke für N und T von der Wahl der Axen abhängig wird. 
Weil nun durch Einführung einer zweiten Constanten eine 
grössere Allgemeinheit erzielt wird, führen wir nach Lam6 
(Leqons sur la fheorie mathemaüqiie de Velasticite des corps so- 
lides. 1852.) als Coefficienten von in den früheren Formeln 
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die Grösse A ein, obgleich wir dadurch zugleich die Bedeutung 

der bisherigen Betrachtungen darauf beschränken, dass sie 

nur dazu gedient haben, die Form der Ausdrücke für die 

Elasticitätskraft zu finden. Die Componenten der letzteren 

sind also: 

X—Njc cos a+ Ta cos ß + Ty cosy, 

Y=T^cosa + Ny cos ß + T^cosy, 

Z=Ty cosa + T^cosß + N^cosy, 

wo zu setzen ist: 



Q^dl dri d^ 
dx dy dß 



Das in obigen Ausdrücken enthaltene Gesetz, welches die 
Abhängigkeit der Grösse und Richtung der Elasticitätskraft 
von der Richtung des Elementes, auf welches sie sich bezieht, 
bestimmt, lässt sich in folgender Weise geometrisch anschau- 
lich darstellen. Die Gleichung: 

Na:X^ + Nyy^ + N^ß^+2Ta:yß + 2TyX0 + 2T:,xy= Const., 
deren Coefficienten sich von einem Punkte des Mittels zum 
andern ändern, aber als bekannt anzusehen sind, sobald die 
Art des neuen Gleichgewichtszustandes bekannt ist, stellt eine 
centrische Fläche des zweiten Grades dar. Sucht man die 
Diametralebene derselben auf, welche sich der Richtung («, ß, y) 
zuordnet, so findet man, wenn die Winkel zwischen den Co- 
ordinatenaxen und der Normale jener Ebene durch a, 6, c be- 
zeichnet werden: 

Na;Cosa + T-eosß + Ty cosy ^TzCosa + Ny cos ß + T^cosy 

cos a cos h 

_ Ty cosa + Tg: cosß + Nacosy 

cos c 

Diese Ausdrücke lassen schliessen, dass die Elasticitäts- 
kraft der Richtung nach durch die Normale der erwähnten 
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Diametralebene bestimmt wird- Eine weitere Folge hiervon 
ist der SatZ; dass es für jeden Punkt drei auf einander senk- 
rechte Lagen des Elementes f giebt, für welche die zugehörige 
Elasticitätskraft auf dem Elemente senkrecht steht; letzteres 
tritt dann^ aber auch nur dann ein, wenn das Element e auf 
einer Axe der obigen Hülfsfläche vom zweiten Grade senkrecht 
steht. 

Man lege nun durch den Punkt selbst, dessen Verhält- 
nisse betrachtet werden sollen, drei Coordinatenaxen, die mit 
den Axen der Hülfsfläche parallel sind. Alsdann hat man, 
wenn Na:, Nj,, N. die Elasticitätskräfte für die drei Lagen des 
Elementes sind, wo letzteres auf den Axen senkrecht steht, imd 
-wenn P die Elasticitätskraft und a, 6, c ihre Winkel für ein 
Element sind, dessen Normale durch die Winkel a, ß, y be- 
stinmit ist: 

Pcosa = NxCOsa; Fcosb = 'Ny cos ß] Pcosc = Ns cosy. 
Es folgt hieraus: 

P^ = No:^ cos a^ + 1iy^ cos ß^-\- Na^ cos y^, 
und diese Formel lässt ersehen, dass die Kraft P der Grösse 
nach durch den auf s senkrechten Radiusvector einer Fläche 
dargestellt wird, deren Gleichung die folgende ist: 

Man nennt die letztere Fläche Elasticitätsfläche; sie wurde zu- 
erst von Fresnel bei Gelegenheit seiner optischen Untersuchun- 
gen eingeführt. Aus einem EUipsoide mit den Halbaxen Nx, 
Ny, Na wird dieselbe abgeleitet, wenn man aus dem Mittel- 
punkte Perpendikel auf die Tangentialebenen herablässt; die 
Fusspimkte der Perpendikel bilden die fragliche Fläche. 
Die Gleichung des genannten Ellipsoides ist nämlich: 

und die Tangentialebene desselben im Punkte {x', y, z) wird 
dargestellt durch die Gleichung: 

XX yy ^^' _. 
Nx-"^Nj,-^"^N,^~'^- 

Aus dieser Gleichung folgt für die Länge p des Perpendikels 
vom Mittelpunkte auf die Tangentialebene: • 
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1 



P 



7/^+1!+ AI' 



und für die Cosinus der Winkel a, b, c, die dasselbe mit den 

Axen bildet: 

f f f 

<'os<i = ^p, cos'b = :^p, cosc = ^p. 

Die Coordinaten x, y, z des Fusspunktes des Perpendikels sind 
daher : 

^9 2/9 ^9 

^=N7i'^ y=l^i'^ ^=N7^- 

Um aus diesen Gleichungen und der Gleichung des Ellipsoides 
X y y und / zu eliminiren, haben wir: 

x^ «/'2 «'2 

i-^o: ^ — -j^ 2 i' ? ^y y ~^^J^ ' "^^^ ^ """SM ' 

durch Addition dieser Gleichungen erhalten wir aber mit Rück- 
sicht auf die Gleichung des Ellipsoides: 

K/ X^ + Nj,2 y2 + N^2 ^2 ^^4 ^ (^2 + y2 + ^2)2^ 

was die Gleichung der Elasticitätsfläche ist. 

Was die ersterwähnte Hülfsfläche betrifft, durch welche 
die Richtung der Elasticitätskraft bestimmt wird, so ist ihre 
Gleichung für die neue Wahl der Coordinatenaxen folgende: 

^a:X\+'^yy^-\'^,z':=Const 
Je nach den Vorzeichen der Hauptelasticitätskräfte N-r, Nj,, N« 
kann man bei zweckmässiger Annahme des willkürlichen con- 
stanten Gliedes immer bewirken, dass diese Fläche ein reelles 
EUipsoid oder ein beliebiges der beiden Hyperboloide wird. 

Wird eine der Hauptelasticitätskräfte, z. B. N^, gleich 
Null, so wird die Fläche ein. auf der ^1/- Ebene senkrechter 
elliptischer oder hyperbolischer Cylinder, und da bei einem 
solchen zu allen in einer zur z-Jk^e parallelen Ebene gelege- 
nen Richtungen dieselbe auf der ici/- Ebene senkrechte Diame- 
tralebene gehört, so liegt in diesem Falle für jede Richtung 
des Elementes a die Elasticitätskraft in einer auf der Richtung 
der verschwindenden Hauptelasticitätskraft senkrechten Ebene, 
und ist gleich gerichtet für alle Elemente, die sich in der frag- 
lichen Ebene in derselben Geraden schneiden. Werden endlich 
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zwei Hauptelasticitätskrafte , z. B. N^ und N;^, gleich Null, so 
geht die Fläche in das System zweier vom Ursprünge gleich 
weit abstehenden, zur ät-Axc senkrechten Ebenen über, und für 
jede Richtung von s ist jetzt die Elasticitätskraft parallel der 
einen nicht verschwindenden Hauptelasticität. Ihre Grösse 
stellt sich dar durch N^ rosa; sie verschwindet also, wenn die 
Normale des Elementes € senkrecht steht zu der gemeinsamen 
Richtung aller Elasticitätskräfte. 

Auch die lineare Dilatation für die verschiedenen Richtun- 
gen befolgt ein einfaches Gesetz. Wenn eine Differentiation 
nach einer durch die Winkel A, ft, v bestimmten Richtung s 

durch — r^ bezeichnet wird , so hat man, unter t die Verschie- 
ds ' 

bung nach dieser Richtung verstanden, für die lineare Dilata- 
tion D nach äerselben: 

^ dt dt dx . dt dy . dt dz dt , dt dt 

JJ=z—-= — -{- --.. -j^+-r ' ^r= 1- cosk+-j-cosii+-^cosv, 

. ds dx ds dy ds dz ds dx dy ^ dz 

Nun ist aber, unter ^, rj, ^ wie bisher die Verschiebungen nach 
den Axen verstanden: 

t = l^cos X + rjcos fi + lcos v. 
Bemerkt man überdies, dass für die jetzigen Axen die früher 
durch T bezeichneten Kräfte verschwinden, so leuchtet ein, 
dass man hat: 

D^^^cosX^ + pcosa^+^cosvK 
dx dy ^ dz 

Wenn wir also die Dilatationen nach den drei Axen bezüglich 
durch Dx, Dy, D^ bezeichnen, so wird die lineare Dilatation 
nach einer beliebigen Richtung durch das Quadrat des in diese 
Richtung fallenden Radiusvector einer Fläche dargestellt, deren 
Gleichung die folgende ist: 

{x^ + f^ + z^f = D^x^ + D,jf^ + D, z\ 
wobei man weiter hat: 

^'==2^^^^"^^^' ^.==^(N.-^0), Dx-2^(N.-A0), 

Diese Fläche ist der geometrische Ort der Fusspunkte der Per- 
pendikel, welche auf die Tangentialebenen einer centrischen 

Beer, Elasticität und CapillaritäU I. 2 
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Fläche zweiten Grades mit den Halbaxen j/Da^, j/Dy) j/Dz 
von deren Mittelpunkte aus gefällt werden. Sind die drei Haupt- 
dilatationen sämmtlich positiv, so ist die Fläche von derselben 
Natur, wie die oben erwähnte Elasticitätsfläche. 

3. Gleicilimgen für das Elastlcitätsgleiohgewlolit homogener 

und isotroper Körper. 

Die Kräfte, welche einen elastischen Körper aus seinem 
natürlichen Zustande in einen neuen versetzen, werden im All- 
gemeinen sowohl Druck- oder Zugkräfte sein, welche an der 
Oberfläche angreifen, als auch solche Kräfte, die alle einzelnen 
Theilchen des Körpers soUicitiren, und beide Arten werden in 
Richtung und Grösse von der Lage ihres Angriflfspunktes ab- 
hängig sein. Diese äusseren Kräfte mit Einschluss derjenigen, 
welche einzuführen sind, um den Zusammenhang, des Körpers 
mit anderen Körpern zu ersetzen, müssen sich nun offenbar, 
nachdem ein neues Gleichgewicht eingetreten ist, an dem frei 
gedachten Körper für sich Gleichgewicht halten, letzteren als 
absolut starr gedacht. Um die Bedingungen für dieses Gleich- 
gewicht aufzustellen, bezeichnen wir die Componenten der an 
dem Oberflächenelemente do thätigen Kraft P^, solche auf die 
Flächeneinheit bezogen, durch Xq, F^, Zq, Ebenso mögen X,-, 
Ti, Zi die Componenten der Kraft P» sein, die an dem cubi- 
sehen Elemente dU thätig ist, dessen als constant zu betrach- 
tende Dichtigkeit q sei, solche Kraft auf die Masseneinheit 
bezogen. Zuvörderst hat man dann nach den Lehren der Statik: 

JXo Jo +fXiQdlc = ; jY^do +jYiQdh = 0; 

fZ^do+fZiQdk==0] ' 

I. {f{Y^x- X,y)do+f{YiX-Xiy) QdJc = 0] 

f{Z,y - Y,z) do +f{Ziy - Y^^) QdJc = 0; 

f^X^is - ZqX) do +J(XiZ - Zix) Qdk = 0. 

Was ferner die Beziehung zwischen den äusseren Kräften 
und den durch die Deformation hervorgerufenen Elasticitäts- 
kräften betrifft, so muss die äussere Kraft, welche auf ein 
Element der Oberfläche wirkt, mit der Elasticitätskraft zusam- 
menfallen, die auf dasselbe Element wirkt. Dies ergibt sich 



Elasticitätsgleichgewicht bei festen Körpern. 19 

unter Anderem aus der Betrachtung eines Elementar • Tetrae- 
ders, von dem eine Fläche das fragliche Element, die übrigen 
mit je einer Coordinatenebene parallel sind. Hiernach hat man 
für alle Theile der Oberfläche, unter a, ß, y die Winkel zwi- 
schen der Normale und den Axen verstanden: 
IXq = ^x cos a + TzCosß + Ty cos y , 
ro= T. cos a + Nycos ß + T:^cosy f 
Zq — Ty cos a + Tx cos ß + N^ cos y. 
Um die analogen Gleichungen für die zweite Art der äusse- 
ren Kräfte zu gewinnen, betrachten wir das Gleichgewicht 
eines Elementar Parallelepipedes , dessen dem Ursprünge zu- 
gewandter Eckpunkt die Coordinaten Xj y^ z hat, und dessen 
den Axen parallele Kanten die Längen dxj dy, de haben. 
Die Flächen desselben seien bezüglich: 

Lassen wir nun an diesen Flächen die Eiasticitätskräfte thätig 
bleiben^ denen sie ausgesetzt sind, so wird das am Parallel- 
epipedon thätige Kräftesystem auch dann im Gleichgewichte 
bleiben, wenn wir die ganze ausserhalb jenes Raumes befind- 
liche Materie ims entfernt denken. An die Stelle der äusseren 
Kräfte, welche an dem so frei erhaltenen Parallelepipedon wir- 
ken, lässt sich eine einzige Kraft setzen, die im Schwerpunkte 
angreift und deren Componenten folgende sind: 

gXidxdy dz, gYidxdydz, gZidxdydz. 
Die Eiasticitätskräfte, welche an den Elementen £jg==dydz, 
£y = dxdZy e^^=dxdy thätig sind, lassen sich durch je eine 
Kraft ersetzen, die in der Mitte der betreffenden Seitenfläche 
angreift; die Componenten dieser Kräfte sind mit Beibehaltung 
der früheren Bezeichnungsweise folgende: 

an Sa: wirkend: — N^dydz, —T^dydz, ^Tydydz] 
an €y wirkend: —Tzdx dz, —Nydxdz, —T^dxdz] 
an £2 wirkend: — Ty dxdy, —T^dxdy, —N^dxdy. 
Für die Componenten der an den Seitenflächen «.c+rf*? ^y-^dyf 
£%^dz wirkenden Kräfte erhält man: 
an SjcJ^dx wirkend: 

(N,+ ^dx)dyd0, [r.+^-^d^dydz, (Ty + '^-^dx)dydz; 

2* 
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an €y^dy wirkend: 
[T.+^dy)dxdz, [Ny + ^-^dy)dxdz, (^T^ + ^ dy)dx dz-, 

an SzJ^dz wirkend: 
. (t, + ^ dz) dx dy , (t, + ^ dz) dxdy, {n, + ^ dz)dx dy. 

Das ganze Kräftesystem liefert drei im Mittelpunkte des 
Parallelepipedons angreifende nach den Axen gerichtete Kräfte, 
für deren Werthe sich sogleich folgende Ausdrücke ergeben: 

Bildet man weiter die Ausdrücke für die drei Kräftepaare, 
welche aus obigem Kräftesystem resultiren, so findet man so- 
fort, dass dieselben sämmtlich verschwinden. 

Da nun endlich die äusseren und inneren Kräfte an dem 
betrachteten Parallel epipedon im Gleichgewichte stehen sollen, 
so enthält also folgendes Gleichungssystem, dem in jedem 
Punkte des elastischen Körpers Genüge geleistet werden muss, 
die no th wendigen , aber auch hinreichenden Bedingungen für 
das Gleichgewicht desselben: 

/ dN, dT^dTy. ^ ^ 

-W + ^+-d7 + ^^' = ^' 

TTT J ^-^z . CiJyiy CLlx . -xr f. 

"^- ^ -d^+-df + -dF + ^^'=^' 

dTy dT, dN, 

Ohne Schwierigkeit lässt sich nachträglich zeigen, dass die 
Ausdrücke für die Kräfte Xq, F^, Zq und X,-, F,-, Z,-, wie 
sie durch die Gleichungen II) und III) bestimmt werden, den 
Gleichungen I) Genüge thun. Integriren wir z. B. die erste 
der Gleichungen III) , nachdem dieselbe mit dx dy dz multipli- 
cirt worden ist, in der ganzen Ausdehnung des Körpers, so 
kommt: 
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- r r r^dxdydz+ r r r QXidxdydz = 0. 

In jedem der drei ersten Integrale ist eine Integration ausführ- 
bar; dadurch wird das erste z. B.: 

JJ[N,-\dydz, 

worin [Nj^ die Differenz der Werthe von N^ in den beiden 
Punkten bedeutet, in welchen eine Parallele zur x-Axe die 
Oberfläche des Körpers schtieidet (wenn wir der Einfachheit 
wegen nur zwei solcher Durchschnittspunkte voraussetzen). Be- 
deuten aber do das Oberflächenelement, a, ß, y die Winkel, 
welche die nach aussen gerichtete Normale der Oberfläche mit 
den Axen bildet, so kann man für das obige Integral schrei- 
ben : 

fNx cos a do. 

Behandelt man die beiden folgenden Integrale, in ähnlicher 
Weise, so kann man statt obiger Gleichung folgende schreiben: 

J{N^ cos a + T: cos ß+Ty cos y) do + fffg X.- dx dy dz = 0. 
Nach der ersten der Gleichungen II) wird diese Gleichung: 

TXq do +fXi Qdk = 0, 
was die erste der zu beweisenden Gleichungen I) ist. Ebenso 
beweist man die beiden folgenden. Um weiter z. B. die viei'te 
zu beweisen, bildet man aus den Gleichungen III) die folgende : 

+ 111 Q {YiX-Xiy) dx dy dz = 0. 



^fff 



Addiren wir zu der Function im ersten Integrale T- und sub- 
trahiren dieselbe Grösse von derjenigen im zweiten Integrale, 
so wird vorstehende Gleichung: 
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Hierfür erhalten wir aber wieder wie vorher: 

f\{xT^-yN:,) cosa + (poNy-yT^,) cosß + (xT^-yTy) cosy\ do 

+fJfQ{YiX-X^y)dxdyd0 = O] 
oder: 

f\x{T^cosa+NyCosß+Ta:Cos'y) — y{Nj;COsa+T:,cosß+TyCosy)\do 

+fQ{YiX^Xiy)dk = 0', 

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen II): 

fix Y,-yX,) do +fQ {YiX-Xiy) dk^O, 

welches die vierte der Gleichungen I) ist. 

Für die Gleichungen III) kann man auch, indem man die 
Grössen N und T durch ihre früher aufgestellten Ausdrücke 
ersetzt, schreiben: 

,v.|(.+rtfj?+.(3+^^+'0)+.r,=o, 

Ein Blick auf die letzten Gleichungen, welche wir in der 
Folge schlechthin die Elasticitätsgleichungen nennen werden, 
belehrt uns, dass solche Systeme von Verschiebungen und Kräf- 
ten, die einzeln den Gleichungen genügen, auch dann, wenn 
man sie über einander lagert, einen neuen Gleichgewichtszustand 
liefern; die neuen Kräfte sind die Resultanten der ursprüng- 
lichen Kräfte, sowie auch die neuen Verschiebungen aus den 
Summen der gleichgerichteten ursprünglichen Verschiebungen 
bestehen. Dieses Princip der Coexistenz möglicher Gleich- 
gewichtszustände ist für die Forschung von grosser Wichtig- 
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keit, indem es dieselbe in erheblicher Weise vereinfacht. Ins- 
besondere lassen sich an dasselbe folgende Betrachtungen über 
das Problem knüpfen, den Zustand des elastischen Gleich- 
gewichtes eines Körpers von gegebener Form zu bestimmen, 
der einem Systeme von Kräften X,-, Yi, Ziy die an seinen 
körperlichen Elementen angreifen, und einem Systeme von 
Kräften Xq, Yq, Z^j die an seiner Oberfläche wirken, aus- 
gesetzt ist. Um das erwähnte Problem zu lösen, hat man zu- 
erst eine Deformation |,-, ly,, Ji zu bestimmen, die, mit den 
Kräften X,, F,-, Zi zusammengebracht, den Elasticitätsglei- 
chungen genügt. Bezeichnet man die Elasticitätskräfte, welche 
durch jene Deformation an der Oberfläche des Körpers ent- 
wickelt werden oder hier anzubringen sind, um Gleichgewicht 
zu halten, durch X^, Ye, Z^, so bestimmt man ferner das 
System ^^y ly^, f^ von Verschiebungen, welches den Elasticitäts- 
gleichungen, nachdem in diesen die Glieder ()X,-, QYif gZi 
unterdrückt worden, genügt, und für welches überdies die Com- 
ponenten der an der Oberfläche entwickelten Elasticitätskräfte 
mit den Difi*erenzen X^—Xe, YQ—Y^yZ^—Ze zusammenfallen. 
Die durch die Verschiebungen S,+So; ^'+^ü> £«+fo bestimmte 
Deformation ist alsdann die verlaugte, denn ihr entspricht zu- 
gleich das System der Kräfte X,, F,, Zt und das der Kräfte 

-^> ^01 ^0' 

Einem gegebenen Systeme von Kräften X,-, F,, Zi ent- 
sprechen unendlich viele Systeme von Verschiebungen. Die 
Differenzen entsprechender Componenten der letzteren bilden 
aber stets eine Deformation, für welche die Kräfte X,-, F,-, Zi 
verschwinden. Einem gegebenen Systeme von Kräften Xq, 
Yq, Zqj die an der Oberfläche wirken, entspricht im Allgemei- 
nen nur ein einziges System von Verschiebungen, dem sich 
keine Kräfte zuordnen, die an den körperlichen Elementen an- 
greifen. Wenn nämlich die Systeme |,', i^/, g/ und |/', ?;/', 5/' 
sich den Kräften X,, F,-, Zi zuordnen, so entsprechen die 
Verschiebungen 5/ — Si ', ^/ — ^Z'; £/ — £/' nur solchen Kräf- 
ten, die an der Oberfläche wirken. Und wären g^', %j to 
und 5o''? tIq", 5q" zwei Deformationen , die sich auf blosse Ober- 
flächenkräfte beziehen, so wäre Iü-"^ü'? %"% y So' — ^o" ®^°® 
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Deformation, bei weichet sowohl die Kräfte X,-, F,-, Z,, wie 
auch Xq, Fy, Zq verschwänden. Wenn aber letztere verschwin- 
den, so befindet sich der Körper in seinem natürlichen Zu- 
stande, für den die Verschiebungen ebenfalls Null sind. Es 
gilt letzteres wenigstens, wenn wir von solchen Deformationen 
ganz absehen, wobei sich im Verlaufe der Functionen |, i/, g 
innerhalb des Körpers Discontinuitäten darbieten. 

4. Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten, auf 

elastische Körper angewandt. 

Wie die Entwickelungen, welche uns zu den Gleichgewichts- 
Gleichungen eines elastischen Körpers geführt, ersehen lassen, 
kann die Wirkung, welche ein cubisches Element dk^ als Gan- 
zes betrachtet, von dem ihm zunächst gelegenen. Theile des 
Körpers erleidet, durch eine einzige im Schwerpunkte des Ele- 
mentes angreifende Kraft dargestellt werden, für deren Com- 
ponenten sich ergibt: 



< 



dy 
dT. , dNy , dZ 



dh 



dx dy dz J 

\dx dy dz ) 
Es gilt dies auch von den an der Oberfläche anliegenden Ele- 
menten, insofern an diesen die auf die Oberfläche wirkenden 
Zug- oder Druckkräfte sich ebenso verhalten, wie die an der 
Oberfläche der Elemente im Innern wirkenden Elasticitätskräfte. 
In dem Falle des Gleichgewichtes muss dem Princip der 
virtuellen Geschwindigkeiten gemäss die Gesammtarbeit ver- 
schwinden, welche bei irgend einer Verschiebung des Systems 
geleistet wird, die mit der Natur des letzteren vereinbar ist, 
und wobei sämmtliche Theilchen verschwindend kleine Wege 
beschreiben. Jene Arbeit kommt nämlich der Hälfte des Zu- 
wachses an lebendiger Eo'aft gleich, und dieser muss — wo- 
fern, wie hier unterstellt wird, nur die erste Potenz des Un- 
endlich-Kleinen berücksichtigt wird — für den Fall des Gleich- 
gewichtes verschwinden. Nun kann aber die Zurückführung in 
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den ursprünglichen Zustand bei dem deformirten elastischen 
Körper als eine zulässige Verschiebung betrachtet werden , und 
hierbei sind die Componenten der Verschiebung eines Elemen- 
tes dh bezüglich —5, — i^, — £;; die Projection der Verschie- 
bung auf die Richtung der Kraft, die virtuelle Geschwindig- 
keit, sei Sp. Mit Rücksicht hierauf haben wir folgende, 
unter dem Namen des Clapeyron'schen Theorems bekannte 
Beziehung: 

fPdpfl]( = 0, 
wo für P die oben aufgeführten Elasticitätskräfte zu setzen 
sind, wenn wir von den Kräften P, absehen. Obige Gleichung 
lässt mehrfache Umformungen zu. Man hat erstlich: 

-fPdpdk=f{Xl+ Yri + Zt)dk, 
wo für X, Y, Z die oben aufgeführten Ausdrücke einzusetzen 
sind. Der Theil des letzten Integrals, welcher die Componente 
l enthält, schreibt sich: 

Durch theilweise Integration findet man hierfür: 



Jdyf(iNA-\-jN/^^dx) dz 



+ 



+ 



vfäxf{[TA-\- fT.^^jdy)dz 

vßxJ{[T,l-\ -fTyf^dz) dy. 

Hier ist für die eckigen Klammern die Differenz zu setzen, 
deren Minuend der Werth des eingeklammerten Ausdruckes an 
der oberen Grenze, und deren Subtrahend der Werth desselben 
Ausdruckes an der unteren Grenze der ausgeführten Integra- 
tion ist. Für den obigen Ausdruck kann man nun ferner in 
derselben Weise, wie im vorigen Abschnitte, wenn wieder a, 
ßj y die Winkel sind , welche die nach aussen gerichtete Nor- 
male des Oberflächenelementes do mit den Axen bildet, schreiben : 

(Na: COS cc + T:, COS ß + Ty cosy) Ido 
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Mit Küeksicht auf letzteres Ergebniss und auf die früher ge- 
fundenen Ausdrücke für die Componenten der Elastieitätskraft 
und der Kräfte N und T findet man endlich: 



Sü+ ^o^o + ^oSo)^^ö 



fix, 

wo Xq, Yqj Zq die Componenten der auf das Element do 
der Oberfläche wirkenden Zug- oder Druckkraft P^^, und |q, 
%? So ^^® Verschiebungen dieses Elementes nach den Axen 
sind. 

Indem man die Hauptelasticitätskräfte N^r; Nj,, N^ ein- 
führt, kann man schreiben: 

/Po dp^ do = ^- AnZ+Nj^+N^^ _ K e LN,+ Nj+ IJ,]) dk. 

Und wenn man die Kräfte N durch die linearen Dilatationen 
D nach den drei Hauptaxen der Elasticitätstiäche ausdrückt, 
so ergibt sich die folgende Gleichung: 

fP, öp, do =f{2iilDJ+Dy'+D,'] + A02) dk. 
Der in den obigen Gleichungen links stehende Ausdruck stellt 
die Arbeit dar, welche von den auf die Oberfläche wirkenden 
Kräften geleistet wird; auf der rechten Seite steht die negative 
Arbeit, welche bei der Zurückführung in den ursprünglichen 
Zustand von den Elasticitätskräften geleistet würde, wenn 
letztere während der Zurückführung dieselben blieben, wie in 
dem Zustande der Deformation. 

5. Ueber zwei allgemeinere Gruppen von Verschiebungen. 

Von den Kräften, welche auf die kleinsten Theilchen der 
Körper in distans wirken, sind zwei Hauptarten näher be- 
kannt, die hier durch die Benennung der attractorischen (resp. 
repulsatorischen) und der rotatorischen Kräfte unterschieden 
werden mögen. Die Kräfte der ersten Art sind dadurch cha- 
racterisirt, dass die Componenten der Wirkung , welche die in 
einem Punkte {x, y, z) concentrirte Einheit der afficirten Ma- 
terie durch dieselben erfährt, folgende Form haben: 
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Hier bedeutet r die Entfernung des Punktes (vP, y, e) von dem 
cubischen Elemente dfc eines bestimmten Baumes, über welchen 
sich die angedeutete Integration erstreckt; femer stellt 6 eine 
Function der Coordiuaten von dlt vor, von welcher angenom- 
men werde, dass sie sich stetig ändere. Bekanntlich kann die 
durch die angeführten Componenten bestimmte Kraft betrach- 
tet werden als Resultante von Anziehungen, welche von den 
Elementen {7ib ausgehen und dem Newton' sehen Gravitations- 
gesetze gehorchen. Und wenn insbesondere jene Kräfte mit 
der allgemeinen Gravitation identisch sein sollen, so ist für 6 
das Product aus der Gravitationsconstanten (Anziehung der 
Masse Eins durch die Masse Eins in der Entfernung Eins) und 
der Dichtigkeit der Materie des Elementes rfÄ' zu setzen. Un- 
ter die hier besprochene Art von Kräften gehört auch die 
electro - electrische und die magneto- magnetische Anziehung. 
Der Ausdruck: 



rjdk=^u 



heisst bekanntlich das Potential der Materie, von welcher die 
Kräfte ausgehen, und mittelst desselben lassen sieh die er- 
wähnten Componenten wie folgt ausdrücken: 

Unter rotatorischen Kräften werden wir solche verstehen, deren 
Componenten sich wie folgt darstellen: 



./ >- dz (hj -J 



dh, 



(I) ."(i) 



/r <7) "(7)1 
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Hier sollen sich die Integrationen wiederum über die cubischen 
Elemente dh eines und desselben Raumes erstrecken; die 
Grössen A, B, C sind stetige Functionen der Coordinaten von 
dk und r die Entfernung desselben Elementes von dem Punkte 
{Xf y, z)j in dem sich die Einheit der Materie befindet, welche 
von den Kräften soUicitirt wird. Die Kraft, deren Componen- 
ten oben angeführt sind, lässt sich nach den Gesetzen der 
Electrodynamik , wofern der Punkt {Xy y, e) ausserhalb des 
Raumes liegt, auf den sich die Integration bezieht, ansehen als 
die Wirkung, welche die im Punkte {x, y, z) befindliche Ein- 
heit des magnetischen Fluidums durch constant bleibende, lineare 
Stromelemente erleidet, welche in dem cubischen Elemente rffc 
liegen. Die Cosinus der Winkel, welche die Richtung des 
linearen Elementes mit den Coordinatenaxen einschliesst, ver- 
halten sich wie A: B : C, Ferner kommt die Grösse 



]/A^ + B'' + C''.dk 
gleich dem Producte aus dem Querschnitte, der Länge, der 
Intensität des Stromelementes und einer Constant en. 

Diese Constante liefert, mit der Länge und denä Quer- 
schnitte des Stromelementes multiplicirt, die Wirkung, welche 
das letztere, wenn seine Intensität gleich Eins wäre, auf die 
Einheit des magnetischen Fluidums ausüben würde, letzteres 
in einem Punkte der Normalebene des Elementes und in der 
Entfernung Eins von demselben gedacht. 

Jeder der beiden oben erörterten Arten von Kräften ord- 
net sich eine Hauptart von Verschiebungen zu, die mit jenen 
einen möglichen Gleichgewichtszustand für den von den Kräf- 
ten soUicitirten elastischen Körper ausmachen. 

Wenn der elastische Körper erstlich von attractorischen ^ 
Kräften afücirt ist, so setze mau: 

f_dV. _dV f._(lV 

wo gesetzt werde: 

F=/ -dk. 



-r^ 



Letztere Integration erstrecke sich über die cubischen Elemente 
eines Raumes, der den elastischen Körper ganz umschliesst. 
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Sollen nun die aufgeführten Verschiebungen im Verein mit den 

Kräften: 

ir^^^^^ T-_^^ y_^ 
^^'^7lx' '~~d^' ^'~ dz 

einen Gleichgewichtszustand bestimmen, der mit den Eiastici- 
tätsgesetzen im Einklang steht, so muss, wie die Substitution 
in die Elasticitätsgleichungen ergibt, der Ausdruck: 

in welchem J-V für den Ausdruck: 

dW d^V d^V 
dx^ "^ dy^ "^ dz'- 

gesetzt ist, in der ganzen Ausdehnung des elastischen Körpers 
einen c^nstanten Werth aufweisen. Nun ist aber nach einem 
bekannten Satze von der Potentialfunction : 

z/^F= — 43rr, 
und hiernach wird die erwähnte Bedingung erfüllt, wenn man 
setzt : 

r = ? U 

Bei der so bestimmten Deformation hat man für die cubische 

Dilatation : 

= ^^F. 

Durch das obige Verfahren ist man in den Stand gesetzt, 
die Betrachtung der äusseren Kräfte zu eliminiren. Man be- 
merke aber überdies, dass überhaupt von der Wirkung der- 
selben in den allermeisten Fällen abgesehen werden kann, weil 
sie gegen die der Druck- und Zugkräfte verschwindet. 

Wenn keine äusseren Kräfte auf die Molecüle des elasti- 
schen Körpers einwirken, so genügen dem Obigen zufolge die 

Verschiebungen : 

y_dV dV o_dV 

^"^ dx' "^"dy' ^~ dz 
den Elasticitätsgleichungen, wenn man setzt: 



-f 



V=l jdk 



und das Integral über einen beliebigen den Körper ganz ein- 
schliessenden Raum sich erstrecken; überdies aber die Grösse r 



30 üeber die Glasticilätskraft und das 

in der ganzen Ausdehnung des Körpers constant werden lässt. 
Bei dieser Deformation nimmt die Dilatation den im Innern 
des Körpers constanten Werth r an. 

Die hier betrachteten Verschiebungen mögen attractorische 
genannt werden. Sie finden statt in der Richtung der Kraft- 
linien, welche sich dem Potentiale V zuordnen, und stehen also 
auf den Gleichgewichtsflächen desselben Potentials senkrecht. 
Ihre Grösse bestimmt sich durch die Steigung des Potentials 
in der Richtung der von innen nach aussen gerechneten Nor- 

malen der Gleichgewichtsflächen und stellt sich, unter -^ eine 

Differentiation nach einer solchen Normale verstanden, dar 

dV 
durch den Differentialquotienten -r— 

Zerlegt man die Elasticitätskraft , welche auf einem Ele- 
mente einer Niveaufläche entwickelt wird, nach der Richtung 
der von innen nach aussen gerichteten Normale n und den 
Tangenten t^, t^ der beiden Hauptschnitte, so findet man: 

^=2^d^' ^^=2^^^^' ^^-^^di^t; 

Die Tangentialkräfte verschwinden stets, wenn die durch das 

dV 
Element gehende Kraftlinie gerade wird, weil daün -jr- und 

dV . 

-TT in allen Punkten dieser Linie verschwinden. 

Ein elastischer Körper werde zweitens von rotatorischen 
Kräften sollicitirt und zwar sei: 
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wo sich die Integration wieder über den Kaum erstreckt, wel- 
cher die Materie einschliesst; von der die Kräfte ausgehen. 
Man setze nun: 




r d 






r <l 



(I) 



(I.V 



— a 






(Iv (Ix 



]dk, 



(ly 

wo a, h, c Functionen der Coordinaten des Elementes die sind, 
und wo die Integration über einen Kaum ausgedehnt sei, der 
den elastischen Körper ganz umschliesst, übrigens aber be- 
liebig begrenzt ist. 

Die cubische Dilatation, welche sich den angegebenen Ver- 
schiebungen zuordnet, verschwindet stets. Ferner findet man: 



^'s— a^,-£) 



dy 

Mit Röcksicht hierauf liefert die Substitution der oben stehen- 
den Ausdrücke für die Verschiebungen und Kräfte in die 
Elasticitätsgleichungen, dass letztere befriedigt werden, wenn 
man setzt: 



a = 






4 






wo die Integrationen über denselben Raum , wie bei den Com- 
ponenten der äusseren Kräfte, auszudehnen sind. 

Die Componenten der rotatorischen Kräfte lassen sich wie 
folgt schreiben: 



■y _dV dW 

^'~ dz dy ' 



rfTT drO 
^•~ dx dz ' 



^' ~~ dy dx ' 



woraus man einsieht, dass die Summe der Derivationen nach 
der bezüglichen Coordinate verschwindet. Ein Gleiches gilt 
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für die Componenten der Verschiebungen, für welche man schrei- 
ben kann: 



j. dv dw 

^~"dz'"dy' 



dw 



' ^ vVl ^ 0* 



, du dv 

dy dx 



du 
dx dz ' 

Wenn die Kräfte von der electromagnetischen Wirkung solcher 
Ströme herrühren, die in einem Leiter durch eip von electri- 
schen Massen herrührendes Potential 9? in dem ersten Momente 
der Wirkung entstehen, so ist 



' dx 



dy dz 



zu setzen. Und wenn insbesondere jene Ströme geschlossen 
sind, so lassen sich die Componenten der Kräfte als die par- 
tiellen Differentialquotienten des Potentials magnetischer Massen 
darstellen, die auf der Oberfläche des Leiters vertheilt sind, 
in Uebereinstimmung damit, dass die Summe der ersten Dif- 
ferentialquotienten der Componenten verschwindet (ausserhalb 
und innerhalb des Leiters). Auch die Componenten der Ver- 
schiebungen werden dann partielle Diffei'entialquotienten einer 
einzigen Function nach den Coordinaten. 

Wenn die im Obigen durch ?7, F, W bezeichneten Grössen 
partielle Differentialquotienten derselben Function nach den 
Coordinaten sind, so verschwinden die Kräfte, und dem ent- 
sprechend erhalten wir für die Componenten der Verschiebun- 
gen, unter ^ eine willkürliche Function verstanden, die folgen- 
den Ausdrücke: 




d-^} \r ) dif \ r J \ 
j..' ' j^ ;i j ' dy 

(ih 



d^ 
dz 

(^ 

dx dx 



(i) 



\ r 
dy 

\y 
dz 



dlzy 



dh, 



d 



(7) d^ ^(7)1 



dhy 



dy dy dx 

wo Xy y', / die Coordinaten des Elementes dh sind, und wo 
die Integration sich über einen Raum erstreckt, welcher den 
Körper ganz umschliesst. Nimmt man für ip das Potential 
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electrischer Massen^ so können jene Verschiebungs - Componen- 
ten aiifgefasst werden als Componenten der electromaghetischen 
Wirkung solcher Ströme, die in dem leitend gedachten Räume, 
über den sich die Integi'ation erstreckt, durch die electrischen 
Massen im ersten Momente ihrer Thätigkeit hervorgerufen wer- 
den, wenigstens für solche Punkte, die ausserhalb des durch- 
strömten Eaumes liegen. Die im Obigen näher erörterten De- 
formationen, welche nie von einer cubischen Dilatation beglei- 
tet sind, mögen in der Folge rotatorische Deformationen ge- 
nannt werden. 



6. Anwendung der Elasticitätsgleiclimigen auf Erforsohung 
specieller Fälle des Elasticitätsgleichgewiclites. 

1. Wenn die Deformation des elastischen Körpers darin 
besteht, dass sämmtliche Theilchen in parallelen Richtungen 
verschoben werden, und zwar so, dass die Grösse der Ver- 
schiebung für die Theilchen einer jeden auf jener Richtung 
senkrechten Ebene dieselbe ist, so hat man, wenn die z-Axe 
mit der Richtung der Verschiebung parallel gelegt wird: 

1 = 0, 71 = 0, t==M, 

wo f weder x noch y enthält. Durch diese Annahme wird den 
beiden ersten Elasticitätsgleichungen genügt, die dritte aber 
liefert zur Bestimmung der Function f: 

d, 
woraus folgt: 

Aus letzterem Ausdrucke ersehen wir, dass sich bei schick- 
licher Wahl der Coordinatenaxen die oben bestimmte Defor- 
mation vereinbart mit den Elasticitätsgesetzen , wenn man setzt: 

1 = 0, i? = o, e = r^. 

Hier ist c eine willkürliche Constante, die in allen vorkom- 
menden Fällen sehr klein ist und der linearen Dilatation in 
der Richtung der Verschiebung, d. h. der Veränderung gleich- 
kommt, welche die Linieneinheit in der Richtung der Verschie- 

B«er, Elasticilal und Capillarität. I. Q 



,2-0, 
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bung erleidet. Für die cubische Dilatation ergibt sich hier 
natürlich ebenfalls der constante Werth c. 

Was die Componenten N, T der Elasticitätskräfte betrifft, 
so bleiben nur die Normalkräfte, welche folgende Werthe haben: 

Wenn daher der Körper durch eine zur z-A-Ke senkrechte 
Ebene begrenzt ist, so erleidet diese den constanten Druck 
oder Zug (A + 2ft) c. Eine mit jener Axe parallele Grenzfläche 
erleidet für den Fall des Gleichgewichtes den constanten Druck 
oder Zug Xc. 

Der hier betrachtete Gleichgewichtszustand findet seine 
Anwendung bei einem Prisma. 

Durch die oben angegebene allgemeine Methode ergibt 
sich dieser Gleichgewichtszustand, wenn man für V die Po- 
tentialfunction Ä0^ zu Grunde legt, deren Gleichgewichtsflächea 
parallele Ebenen sind. 

2. Setzt man: 

a = /"W, 12 = 0, g = 0, 
so erhält man eine Deformation, wobei die Theilch^, welche 
auf einer zur jSf-Axe senkrechten Ebene liegen, ihre gegensei- 
tige Lage nicht ändern, und wobei auch die Theilchen einer 
zur j^-Axe senkrechten Ebene die letztere nicht verlassen, wohl 
aber gegen einander verschoben werden. Die Deformation 
kann also auch betrachtet werden als Verschiebung der zur 
e-Axe senkrechten Ebenen in der Richtung der ic-Axe. Wie 
die Substitution in die Elasticitätsgleichungen liefert, ist zu 
setzen: 



dz' 



0, 



woraus wieder folgt: 

f{z)^az + hy 

oder, da es sich nur um relative Lagen handelt: 

i, = az. 

Die Verschiebung einer zur ^-Axe senkrechten Ebene ist 
folglich proportional mit der Entfernung von der a;y- Ebene, 
welche letztere keine Verschiebung erleidet und als neutrale 
Ebene auftritt. Man denke sich den Körper durch drei Paare 
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von Ebenen begrenzt, die den Coordinatenebenen parallel sind. 
Alsdann ergibt sich, dass im Falle des Gleichgewichtes die 
zur y-Axe senkrechten Seitenflächen keinerlei Zug oder Druck 
erleiden. Die zur z-Axe senkrechten Seitenflächen aber er- 
leiden einen tangentialen Zug, dessen Richtung mit der der 
Verschiebung jener Flächen zusammenfallt, und für welchen 
die sämmtlichen Zugkräfte ein Kräftepaar liefern, dessen Mo- 
ment fiaV ist, unter V das Volumen des Körpers verstanden. 
Ebenso wirken an den zur jp-Axe senkrechten Flächen tangen- 
tiale, nach der z-Axe gerichtete Zugkräfte, welche ein Kräfte- 
paar bilden, dessen Moment dem des ersteren entgegengesetzt 
gleich ist. Eine Dilatation findet bei der besprochenen Defor- 
mation nicht statt. Letztere gehört nämlich zu der Art der 
rotatorischen Deformationen, indem die Verschiebung, von con- 
stanten Theilen abgesehen, proportional und gleichgerichtet mit 
der electromagnetischen Kraft ist, welche ein linearer Strom 
ausübt, der in der t/^- Ebene parallel mit der ?/-Axe im Un- 
endlichen liegt. 

3. Wenn man die Annahmen macht: 

i = f{r)cosay r]=f{r)cosßj 5 = 0, 



oder: 



^=yar), V=^ar), g=0, 



wo r die Entfernung von der ;8:- Axe und a, ß die Winkel be- 
deuten, welche das auf die z-Axe herabgelassene Perpendikel 
r mit den beiden anderen Axen bildet, so sind die in der 
Richtung der Radien r stattfindenden Verschiebungen in allen 
Punkten eines Cylinders gleich gross, dessen Axe mit der 
;?-Axe zusammenfällt, und es bewegen sich die Theilchen, 
welche in einer zur z-Axe senkrechten Ebene liegen, strahlig 
von dieser Axe fort oder nach derselben hin, ohne ihre Ebenen 
zu verlassen. Setzt man, um über die Zulässigkeit jener An- 
nahme Aufschluss zu erhalten, die Ausdrücke von g, ?/, g in 
die Elasticitätsgleichungen, so findet man sofort, dass die letzte 
an sich befriedigt wird ; die beiden ersten führen dagegen zur 
Bestimmung der Function f. Für die erste findet man Fol- 
gendes : 

3* 
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dx r r^ 1^ dr r* r^' dr'' 

dl ^/-.^ ^. 

dy~ r* '■''r» ' dr' 

dy r r^ r^ ' dr r^ r^ ' dr^ 

dz 
Hieraus folgt zunächst: 

fl dl dri dt, f ,df 

Weiter findet man: 

dx^^ r^ '"^ r^ ' dr r^ ' dr r^ ' dr i^ ' dr^ 
__Zxf^dxf dl (^ dV. 

d^l__ X ^ Zxy^ ^ xy^ df x df 2xy^ df xy^ dV 
df~'~f^'^ :^f ^'dr^r^'dr^T^'dr^l^'dr^ 

_ X ^ ^^y^ f, ^ df dxy^ df xy^ (Pf/ 

d^l ^ 
d? = '' 

Also hat man weiter: 

^^ ^,^ d(L+f) 

.^,y X j., X df , X d^f X \r drj 

-^5 = »/+ "7* j^H 7-^=— • 3 ' 

ir' r^ dr r d'r r dr 

Durch Einsetzung dieser Werthe in die erste Elasticitätsglei- 
chung erhält man endlich: 

d(l+^) ' d(^+^) 

,. , XV. \r dr) , X \r dr) 
^' r dr ' ^ r dr 

welche Gleichung sich sofort auf folgende reducirt: 



X 



\ r dr) 



= 0. 



dr 

Ganz dasselbe ergibt die zweite Elasticitätsgleichung zur Be- 
stimmung der Function /*. 
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Eine erste Integration dieser Gleichung liefert: 

—f+'j^^CoYlSt, 

r dr r 



oder: 

dirf) 



= r . Const.y 



dr 
woraus man durch nochmalige Integration findet: 

f^ar + y, 

unter a und b willkürliche Constanten verstanden. 

Es leuchtet ein, dass die so bestimmte Deformation sich 
aus zwei Deformationen zusammensetzen lässt, deren Verschie- 
bungen folgende sind: 

Die erste dieser Deformationen lässt sich aus dem Potentiale 
Är^ mit cylindrischen Niveauflächen ableiten. Bei derselben 
nehmen die Verschiebungen an Grösse zu proportional dem 
Abstände von der Axe, und es wird die neue Figur eines zur 
^-Axe senkrechten Schnittes der ursprünglichen Figur ähnlich 
und ähnlich gelegen. Die lineare Dilatation in jeder zur neu- 
tralen JET- Axe senkrechten Richtung beträgt a, die cubische hat 
den Werth 2 a. Was die an der Oberfläche anzubringenden 
Kräfte betriflft, so wird: 

N^^Ny = 2{k+ii)a, N^=^2la, T^ = Ty = T, = 0. 
Hiernach ist auf einer zur ;8^-Axe senkrechten Grenzfläche die 
con staute Kraft 2Aa und auf einer Grenzfläche, die mit jener 
Axe parallel ist, die constante Normalkraft 2{l+fi)a in ge^ 
höriger Richtung anzubringen. 

Der Gleichgewichtszustand, der durch die zweite Gruppe 
der oben aufgeführten Verschiebungen bestimmt ist, kann aus 
dem Potentiale Ä log r abgeleitet werden, dessen Gleichgewichts- 
fl&chen wiederum cylindrisch sind. Hier nehmen die Verschie- 
bungen an Grösse zu mit abnehmendem Abstände von der 
Axe; eine cubische Dilatation findet nicht statt. Auf ein zur 
;5-Axe senkrechtes Oberflächenelement findet weder ein Zug 
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noch ein Druck statt. Ein Element aber, das in einer der 
gedachten Gleichgewichtsflächen liegt und den Körper begrenzt, 
erleidet die Wirkung der in gehöriger fiichtung anzubringen- 
den Normalkraft: 

2ft6 



N==- 



r2 



Die letztbetrachtete Deformation kann nur bei einem Hohl- 
cy linder, nicht bei einem Vollcylinder vorkommen, weil bei 
diesem die Verschiebungen in der Axe unendlich gross wür- 
den; für einen solchen ist also die Constante 6 = zu setzen. 

4. Wenn ein Körper um eine Axe so tordirt wird, dass 
die Theilchen einer auf der Axe senkrechten Ebene ihre gegen- 
seitige Lage nicht ändern, sondern concentrische Kreisbogen 
mit demselben Centriwinkel « beschreiben, welcher Winkel 
von der Lage der gedachten Ebene abhängig sei, so hat man, 
wenn die neutral bleibende Axe zur ^-Axe genommen, die Ent- 
fernung von derselben durch r und ihre Winkel mit den Axen 
der X und y durch a und ß bezeichnet werden: 

l^ = r cos{a'\-ca) — r cos a^ ri = r sin{a-\-G)) — rsina, 5 = 0, 

oder, wenn der Winkel o sehr klein ist und nur die erste 
Potenz desselben berücksichtigt wird: 

5 = — a)rcosj3 = — oy, 7i = c3rcosa = (ax, 5 = 0. 

Diese letzteren Verschiebungen, deren Natur leicht zu erken- 
nen ist, lassen sich mit den Elasticitätsgesetzen durch gehörige 
Bestimmung des Torsionswinkels co in Einklang bringen. Sub- 
stituirt man nämlich diese in die Elasticitätsgleichungen, so er- 
weist sich die eine als befriedigt , und die beiden anderen fallen 
zusammen mit der Gleichung: 

woraus folgt: 

(0 = + rz. 

Hiernach kann man setzen: 

S— — xzrcosßy ri = rj3rcoscc, g = 0. 

Es tritt dann die ^y- Ebene als neutrale Ebene auf, der Tor- 
sionswinkel io wird der Entfernung von jener Ebene propor- 
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tional und der Sinn der Torsion ist auf den verschiedenen 
Seiten derselben Ebene verschieden. Eine Dilatation findet 
hier nicht statt. 

Zur Bestimmung der Elasticitätskraft hat man: 

Für den besonders wichtigen Fall, wo der Körper durch einen 
Kreiscylinder begrenzt ist, dessen Axe die je'-Axe ist, und des- 
sen Grundflächen gleich weit von der ;zj/ -Ebene abstehen und 
letzterer parallel sind, ergibt sich aus Obigem Folgendes: Die 
Seltenflächen des Cylinders erleiden keinen Zug oder Druck; 
ein Element einer Grrundfläche wird nur von einer Tangential- 
kraft soUicitirt, für deren Componenten sich ergibt: 

X = — jLtry, y=ftrx. 

Alle diese Tangentialkräfte lassen sich durch ein Gegenpaar 
ersetzen, dessen Axe der ;?-Axe parallel ist, und für dessen 
Moment der Ausdruck ^ÄfttU* berechnet wird, unter R den 
Radius des Cylinders verstanden. Bezeichnet man die Länge 
des Cylinders durch L und den Winkel, welchen zwei fiadien 
der Grundflächen, die in dem natürlichen Zustande des Kör- 
pers mit einander parallel sind, nach der Deformation ein- 
schliessen, durch d, so erhält man für das eben erwähnte Mo- 
ment den Ausdruck: 

2L 

Es gilt dieser Ausdruck auch für einen Cylinder, von dessen 
Grundflächen die eine befestigt ist, und die hier betrachtete 
Deformation gehört zu den rotatorischen. Setzt man nämlich : 

und bildet nach der früher angegebenen Methode für den Raum 
eines unendlichen Cylinders, dessen Axe in die ;8f-Axe ftlUt, 
die rotatorischen Verschiebungen, so erhält man Ausdrücke 
von der oben angewandten Form. Die Verschiebungen können 
angesehen werden als die electromagnetischen Wirkungen von 
Strömen, die den Cylinder parallel der Axe durchlaufen und 
deren Intensität mit js proportional ist. 
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5« Durch die Annahmen: 

^^-yfir), n^xfir), §=0, 

wo r die Entfernung von der ;8f-Axe bedeuten soll, erhält man 
eine Deformation, wobei alle Theilchen, die auf einem Cylin- 
der liegen, dessen Axe in die z-A.s.q fällt, ihre gegenseitige 
Lage nicht ändern, sowie auch keine gemeinsame Verschiebung 
in der Richtung der letzterwähnten Axe erleiden. Die ver- 
schiedenen Cylinder, welche sich um die ;2?-Axe legen lassen, 
werden aber um diese und gegen einander gedreht. Die ca- 
bische Dilatation verschwindet, und die Substitution der für 
die Verschiebungen angenommenen Ausdrücke in die Elasti- 
citätsgleichungen liefert zur Bestimmung von f nach leichter 
Rechnung folgende Differentialgleichung: 

r dr dr^ 
Durch Multiplication mit r^ wird diese Gleichung: 

'^'^dr^'^dr'^^' 
oder: 



{"'£) 



rflr» 

fi.ri 

= 0. 



dr 
Daraus findet man sogleich: 

wo a und 6 willkürliche Constanten sind, und hiemach ist, da 
es nur auf relative Verschiebungen ankommt, zu setzen: 

^ = -;|. ^ = 72-; 5=0. 

Es ergibt sich dann ferner für die entwickelte Elasticitäts- 
kraft : 

Der Körper sei ein kreisförmiger Hohlcylinder, dessen Axe 
in die Äf-Axe föUt. Im Falle des Gleichgewichtes erleiden die 
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Grundflächen weder Druck noch Zug. Das Element der Seiten- 
fläche erleidet keinen Normaldruck, sondern nur einen zur 
^-Axe senkrechten tangentialen Zug, dessen Richtung mit der 
Richtung der Verschiebung des Elementes zusammenfällt. Für 
die Glosse dieser Tangentialkraft ergibt sich aus Obigem der 
Werth : 

"wenn JB der Radius der betreffenden Seitenfläche ist. Hier- 
nach berechnet sich das Moment des Gegenpaares, zu dem sich 
jene an einer Seitenfläche angreifenden Tangentialkräfte ver- 
einigen lassen, wenn L die Länge des Cylinders ist, zu 

4^7ca L 
R 

Die hier betrachtete Deformation kann bei einem Vollcylinder 
nicht vorkommen, weil die Verschiebungen in der Axe un- 
endlich werden würden. Sie gehört zu der Art der rotatori- 
schen, aber zu derjenigen besonderen Klasse der letzteren, 
deren Verschiebungs - Componenten sich als partielle Differen- 
tialquotienten eines Potentials nach den Coordinaten darstellen 

lassen-, dies Potential ist hier die Function aardang—. Die 

Verschiebungen lassen sich ansehen als die electromagnetischen 
Wirkungen eines constanten, unbegrenzten und in der ;8f-Axe 
befindlichen electrischen Stromes. 

6. Man erhält strahlige, nach demselben Punkte hin con- 
vergirende Verschiebungen, wenn man setzt: 

l = f(r) cos a = ^f{r) , ri = f{r) cos ß = |-/'(r) , 

t = f{r)cosy = —f{r), 

T 

unter r die Entfernung vom Coordinatenanfangspunkte und 
unter a, /S, y die Winkel verstanden, die der Radiusvector r 
mit den Axen bildet. Alle Theilchen, die im natürlichen Zu- 
stande auf einer Kugelfläche liegen, deren Mittelpunkt der 
C!oordinatenanfangspunkt ist, befinden sich auch nach der Ver- 
schiebung auf einer solchen, deren Radius um f{r) denjenigen 
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der ursprünglichen übertrifft. Die neue Oberfläche ist mit der 
ursprünglichen ähnlich und ähnlich gelegen, und zwar ist der 
Anfangspunkt ihr Aehnlichkeitspunkt. Wie die Substitution 
obiger Ausdrücke für die Verschiebungen in die Elasticitäts- 
gleichungen ergibt, muss die Function /", daitiit die angenom- 
menen Verschiebungen mit den Elasticitätsgesetzen im Ein- 
klänge stehen, der folgenden DiflFerentialgleichung genügen: 



iif^t) 



d 

\r ' ' ar/ 

dr 

Man findet diese Gleichung durch eine Rechnung, welche der 
in 3) ausgeführten ganz analog ist. Aus derselben folgt: 

—f+-T- = Const. 
r dr 

Die cubische Dilatation, welche hier -durch den auf der linken 
Seite stehenden Ausdruck dargestellt wird, ist also constant. 

Aus der letzten Gleichung findet man durch Multiplication 
mit r^i 

dr 
woraus sich durch nochmalige Integration ergibt: 

f^ar + y^, 

wo a und b wieder zwei willkürliche Constanten sind. 

Die hierdurch gefundene Deformation lässt sich als Ueber- 
einanderlagerung zweier Zustände betrachten, die durch die 
zwei folgenden Complexe von Verschiebungen bestimmt sind: 

t _^ ^ ^^_y ^ -^. 

fe2 — ^ ? m — ^ y »2 ^ 

Jede dieser Deformationen weist für sich die allgemeinen, oben 
angegebenen Eigenschaften des aus ihnen resultirenden Zu- 
standes auf. Ausserdem aber characterisiren sie sich, wie folgt. 

Die erste Deformation ist von der constanten cubischen 
Dilatation 3 a begleitet und kann nach der früher angegebenen 
Methode aus der Potentialfunction Ar'^ mit sphärischen Ni- 
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veauflächen abgeleitet werden. Für die bei derselben entwickel- 
ten Elasticitätskräfte hat man: 

so dass also die an der Oberfläche wirkende Kraft, wie auch 
jene gestaltet sein mag, stets eine Kormalkraft von der con- 
stanten Grösse (3A + 2|Lt)rz ist. 

Die zweite Deformation lässt sich aus dem Kugelpotentiale 
- herleiten. Sie bedingt keine Dilatation und für die ent- 
wickelten Elasticitätskräfte hat man: 



xz 



5 ' 



^^= = 2f.6(i-^'), T.==-6fti 



Xjl 



Wenn der Körper durch eine Kugelfläche, deren Mittelpunkt 
in den Coordinatenanfangspunkt fällt, begrenzt ist, so erleidet 
dieselbe allenthalben den Normaldruck: 

4(ib 



N=- 



A^O 



Weil die Ausdrücke für die Verschiebungen im Mittelpunkte 
unendlich werden, so kann 'diese Deformation nur bei einer 
Hohlkugel vorkommen. 

7. Die Annahme: 

wo f die Entfernung vom Coordinatenanfangspunkte bedeutet, 
stellt eine Deformation dar, wobei die Theilehen einer um jenen 
Punkt beschriebenen Kugelfläche letztere nicht verlassen und 
ihre gegenseitige Lage nicht ändern, indem jene Fläche bloss 
lun die ^-Axe gedreht wird. Zur Bestimmung der Function f 
findet man durch Substitution in die Elasticitätsgleichungen: 

r dr d r^ 
Durch Mttltiplication mit r* wird diese Gleichung: 
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oder: 



dr 
Daraus erhält man sogleich: 



= 0. 



WO a und h die willkürlichen Constanten sind. Setzen wir 
demzufolge : 

so findet man für die Dilatation den Werth Null, sowie ferner: 

Für den Fall, dass der Körper von einer Kugelfläehe begrenzt 
wird, deren Mittelpunkt im Coordinatenanfangspunkte liegt 
und deren Eadius R ist, erleidet ein Element der Oberfläche 
nur einen tangentialen Zug. Dieser ist mit dem Aequator der 
Kugel parallel, und wenn 9 die Breite des Elementes ist, so 
findet sich für denselben: 

Die betrachtete Verschiebung, die von keiner Dilatation be- 
gleitet ist und zu den rotatorischen gehört, ist gleich und gleich 
gerichtet mit der electromagnetischen Kraft, welche ein im 
Anfangspunkte befindliches und in die ;s^-Axe fallendes Strom- 
element auf einen Magnetpol ausübt. 



Die vorhergehenden Betrachtungen finden ihre Anwendung 
und zugleich ihre Bestätigung in den Versuchen, welche man 
angestellt hat, um die Grössen A und fi zu bestimmen. Diese 
Versuche bestehen theils darin, dass man die cubische Con- 
traction beobachtet, die in einem homogenen Körper durch 
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einen constant auf die Oberfläche desselben wirkenden Druck 
erzeugt wird, ferner in der Bestimmung der Verlängerung, 
welche ein prismatischer Stab darbietet, wenn er von einer in 
der Richtung seiner Axe wirkenden Kraft gezogen wird, end- 
lich in der Beobachtung der Abhängigkeit zwischen der Länge 
und Dicke eines elastischen Fadens und der Dauer der Schwin- 
gungen, in die ein Körper, welcher an jenem aufgehängt und 
dessen Trägheitsmoment bekannt ist, in Folge der elastischen 
Wirkung des Fadens geräth. 



IL 

Experimentelle Prüfung der Theorie des Elasticitäts- 

gleichgewichtes. 



1. DehniLiig eines prismatisclieii Stabes. 

Ein Körper von prismatischer Form, dessen eine Grund- 
fläche befestigt ist, während an der anderen Grundfläche ein 
gleichmässig vertheilter Zug in der Richtung der Kanten wirkt, 
dehnt sich in der Richtung der Länge aus, während er sieh 
zugleich nach den Querrichtungen zusammenzieht. Annähernd 
wird sich die Deformation darstellen lassen durch die An- 
nahmen: 

wenn die ;Sf-Axe in die Richtung der Kanten gelegt wird, denu 
es lassen sich a und c in ein solches Verhältniss zu einander 
stellen, dass die Seitenflächen keinen, die Grundflächen aber 
einen cons tauten Normalzug erleiden. Nach dem Früheren er- 
gibt sich nämlich, dass eine Seitenfläche nur einen Normalzug 
erleidet, dessen Grösse 

ke — 2{'k+li)a 

ist. Damit nun diese Kraft verschwinde, ist zu setzen: 

Für den auf die Grundfläche wirkenden Normalzug hat man 
allgemein : 

woraus für den in Rede stehenden Fall, wo der Seitendruck 
verschwindet, folgt: 
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y dk + 2^ 

1+- 

Endlich ergibt sich noch zur Bestimmung der cubischen Di- 
latation: 

N . 

Der Quotient —^=q wird Elasticitätscoefficient genannt; 

er wird bestimmt , indem die lineare Verlängerung c beobachtet 
wird, welche sich einer gegebenen Zugkraft N zuordnet. 

Die zahlreichen zur Bestimmung des Elasticitätscoefficien- 
ten unternommenen Versuche bestätigen, dass die Grösse q 
innerhalb gewisser Grenzen bei demselben Körper constant ist. 
Es mögen hier einige Ergebnisse der Versuche Wert hei m's 
(Seche rchcs sar rvlasfirifc; Atnutlrs de CJiimie et de Fln/siqHfy 
3^^ Serie, tomc XII) über die Elasticität der Metalle aufgeführt 
werden. Die Bestimmungen wurden bei einer Temperatur von 
15 — 20^ C. gemacht, die untersuchten Körper waren zu Dräh- 
ten gezogen (Zink ausgenommen) und hierauf wieder erwärmt 
worden. Die Verlängerung wurde inittelst eines Kathetometers 
gemessen. Als Einheit der Fläche ist das Quadratcentimeter 
genommen und als Einheit der Kraft eine Million Gramme, so 

"VT" 

dass also z. B. beim Blei die Grösse — für ein Quadratcenti- 

c 

meter 173 Millionen Gramme beträgt. 



ITetaU: 



DiohtiKkeit: 



KlHNticitäts. 
coofflciciit: 



Blei l(M)o i n,2;i2 173 

Gold * I 18.030 öäS 

Silber * 10,301 715 

Zink 7,1 1() 002 

Palladium * ' 11,225 070 

Kupfer * 8,03(i lO.Vi 

Platin * 21,083 1552 

Eisen * 7,757 2070 

Gussstahl * ! 7,810 105(> 

Messing aus (>7,() Cu., 32,4 Zn. ' 8, 127 028 

I 

Blei bis 100", die mit • bezeichnoten bis zur Punkcl-RothglUh- 

hitzo erwürmt. 
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Die folgende Tabelle enthält die Hauptdaten zweier Ver- 
suche , die an einem Eisendrahte von etwas mehr als 1° Länge 
und 1"'"5037 Radius angestellt wurden. Die erste Columne ent- 
hält die in Centimetern ausgedrückte Entfernung zweier Mar- 
ken, welche an dem Drahte angebracht waren, bei einer Be- 
lastung, die zur Streckung des Drahtes hinreichte; die zweite 
Columne gibt die zu jenem Gewichte hinzugefügte Belastung 
für 1 Quadratcentimeter an*, die bei dieser Vermehrung der 
Belastung eintretende Entfernung der Marken steht in der 
dritten Columne ; endlich enthält die letzte Columne den aus den 
drei vorhergehenden Daten sich ergebenden Elasticitätscoef- 

ficienten g= — = -=7-7 jr N, in der obigen Einheit ausgedrückt. 



L 


N 


r 


^ 


78,434 
81,342 


2000000 
3730000 


78,505 
81,515 


2209 
1754 



N 
Wert he im* hat auch den Quotienten -^ direct zu be- 
stimmen versucht, indem er cylindrische Röhren aus Messing 
und Glas durch Belastung dehnte und die Aenderungen des 

inneren Volumens bestimmte. Es ergab sich, dass derselbe 

N 
nahe das Dreifache des Quotienten — betrug, wonach für jene 

c 

Substanzen A=:2ft zu setzen wäre. Früher hatte Cagniard - 
Latour durch ein Verfahren, welches manche Einwürfe zu- 
lässt, für das Verhältniss jener Quotienten bei einem Messing- 
drahte ^ gefunden, worin man eine Bestätigung der Annahme 
A = ft erblickt hatte. 

Aus Versuchen von Kirchhoff an drei Stahlstäben und 
einem Messingstabe (über das Verhältniss der Quercontraction 
zur Längendilatation bei Stäben von federhartem Stahl; Pogg. 
Annalen Bd. CVIII) geht indess hervor, dass das Verhältniss 
A : (i nicht für alle Substanzen ein und dasselbe , sondern für 
jede Substanz vielmehr ein individuelles ist. 



* Memoire sur Vequüihre des corps solides, Annules de Chimie et 
de Physique, 3*^ sirie, tome XXIIL 
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2. Gompression einer Hohlkugel. 

Wenn die ganze Oberfläche eines Körpers einem constan- 
ten Drucke ausgesetzt wird , so werden seine Theiichen strahlig 
nach einem Centrum hin verschoben, so dass man, welches 
auch die Gestalt des Körpers sein mag, zu setzen hat: 

^ = — aXy ri = — ay, l^ — az. 
Dem Früheren zufolge hat man für den Oberflächendruck: 

und für die cubische Dilatation: 

Obiges gilt auch dann n'och, wenn sich in dem Körper eine 
Höhlung befindet, wofern nur letztere denselben Druck wie 
die äussere Oberfläche erleidet. Andere Verhältnisse aber 
treten ein , wenn die Oberfläche der Höhlung zwar auch einen 
Constanten, aber von dem äusseren verschiedenen Druck er- 
leidet. Der Zustand des Gleichgewichtes ist alsdann wesent- 
lich von der Gestalt der beiden Oberflächen abhängig. Es 
möge hier der Fall betrachtet werden, wo der comprimirte 
Körper eine Hohlkugel ist und die Oberfläche der Höhlung 
keinen Druck erleidet. Die Deformation lässt sich alsdann 
darstellen durch die Verschiebungen: 

l -^ f{r) cosay ri = /*(/•) cos ß , g =/(>*) cosy, 
wo zu setzen ist: 

unter a und /> zwei Constanten verstanden. Für den Druck 
auf die Oberfläche hat man nun dem Früheren zufolge den 
Ausdruck: 

Wenn wir daher den Radius der Kugel durch r, den absolut 
genommenen Druck aiuf ihre Oberfläche durch N und den Ra- 
dius ihrer Höhlung durch r^ bezeichnen, so muss sein: 

'o 
iÜ+2(i)a-^ = N. 

Beer, Elasliciläl und Capillarität. I. A 
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Hieraus folgt: 

N , N 

a = —. r-T- , b =-- 



'on3A+2^)(^-l)' ■ 4,.(J3-i)' 

und für diese Werthe wird die cubische Dilatation: 

SN 



= - 



(3A + 2f.)(l-^') 



Nun ergibt sich femer für die Verkürzung des inneren Radius 

der Werth: 

h _._ 3>o(A + 2ft)ffl 

woraus man für den Quotienten aus der Aenderung des Vo- 
lumens der Höhlung und dem ursprünglichen Volumen der- 
selben, oder für die cubische Contraction der Höhlung, findet: 

Man hat hiernach: 

31 + 2^1 9N r^ 

2 + i ~46^V3-r/ 

Auf zwei der Versuchsreihen, welche Regnault über die Com- 
pressibilität des Wassers angestellt hat (De la compressibilite 
des liquides; Memoires de Vinstitut de France, tome XXI) lässt 
sich die obige Formel anwenden, da die gebrauchten Piezo- 
meter von sphärischer Form waren. Wenn man die Resultate 
der Beobachtungen in der Weise verbindet, wie es Wert heim 
thut (Memoire stir Veqiiilihre des corps solides homogenes; An- 
ncdes de Chimie et de Physique, 3"*" Serie, tome XXIII), ergibt 

sich für die Grösse —- bei Kupfer der Werth 770 und 

2+- 

bei Messing 697 Millionen Gramm, das Centimeter als Ein- 
heit genommen. Hieraus berechnet man unter der Annahme 
A~ft den Elasticitätscoefficienten des Kupfers gleich 1155 und 
den des Messings 1045. 

Die kupferne Hohlkugel, mit welcher Regnault experi- 
mentirte, hatte einen äusseren Radius von ungefähr 3 Conti- 
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metem und war nngefilhr OJ^OS dick. Das Volumen ihrer 
Höhlung betrug 109,11, das ihrer Wand 8,38 Cubikcentimetor. 
Hiernach ist: 

Als die äussere Oberfläche einem Drucke ausgesetzt wurde, 
dessen Ueberschuss über den Atmosphärendruck 432,64 (Zenti- 
meter Quecksilber betrug,» stieg das Wasser in der an der 
Kugel befindlichen oflfenen Steigröhre um 33,7 Theilstriche. 
Nun war das Gewicht eines Quecksilberfadens von der Länge 
eines Theilstriches gleich 0,010271 Gr. gefunden worden. Es 
war also die dem angewandten Drucke 2V=^ 5883,9 entsprechende 
cubische Compression der Höhlung: 

0,010271. 33,7 _ 
'-" 13,6.109,11 -"'""«^^•*'^''' 

so dass man endlich findet: 

-i-=r 795^7 Millionen Gramm. 

2+- 

Hieraus ergibt sich für den Elasticitätscoefficienten ^ "'- 

1 + - 

unter der Annahme k = fi der Werth 1163,5; unter der An- 
nahme A = 2fi dagegen findet sich 1060,9, welche letztere Zahl 
mit der aus den Verlängerungsversuchen gefundenen sehr gut 
übereinstimmt. 



3. Torsion eines prismatisclien Stabes. 

Indem man einen Metalldraht von kreisförmigem Quer- 
schnitte an dem einen Ende in regelmässiger Weise festklemmt 
und ebenso an dem anderen Ende mit einer Belastung ver- 
sieht, die zur Streckung des Drahtes hinreicht, erhält man 
eine Art von Torsions wage, welche, wenn das angehängte Ge- 
wicht aus seiner Gleichgewichtslage herausgebracht wird, durch 
die Elasticität des Drahtes in Torsionsschwingungen geräth. 
Wofern die Masse des Drahtes gegen die des Gewichtes nur 

klein ist, kann von ersterer ganz abgesehen und bloss die Be- 

4* 
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wegung bestimmt werden, welche das Belastungsgewicht in 
Folge der vom Drahte entwickelten Elasticitätskraft ausführt. 
Und wenn überdies die Amplituden nur klein sind, so kann 
als Ausdruck für die Beschleunigung das früher gefundene 
Moment des Gegenpaares genommen werden, welches von einem 
Cylinder entwickelt wird , der an der einen Basis befestigt ist 
und welcher um seine Axe ein Weniges tordirt wird. Bezeich- 
nen wir also mit d den Ausschlag des Gewichtes, d.i. den 
Winkel, den eine Verticalebene desselben zur Zeit t mit der 
Gleichgewichtslage bildet, hierbei die Zeit vom letzten Durch- 
gange durch die Gleichgewichtslage an gerechnet, so ist nach 
dem Früheren das Moment des beschleunigenden Gegenpaares : 

wobei R den Halbmesser und L die Länge des Drahtes be- 
zeichnet. Andererseits findet man aus der Bewegung selbst 
als Ausdruck für das Gegenpaar, welches sich aus den Be- 
schleunigungen aller einzelnen Theilchen des Gewichtes zusam- 
mensetzt, bekanntlich: 

wenn J das Trägheitsmoment des Gewichtes in Bezug auf die 
Axe des Drahtes ist. Nach dem d'Alemb er tischen Princip 
hat man also: 



dt^ 2JL 

woraus sich durch Integration ergibt: 



*, 



^ -,/2JL . d 

t 7t ^R^ d/ 



wenn Öq den Werth von tf, bei welchem zum ersten Male die 
Winkelgeschwindigkeit verschwindet, d. h. also die Amplitude 
bedeutet. Man findet hiernach für die Dauer D einer ganzen 
Oscillation die Beziehung: 

T-J2 87t JL 

Die Einheit der Länge ist, wie gewöhnlich, das Centi- 
meter, die Einheit der Kraft das Gramm und die Masse wird 
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dargestellt durch das Gewicht, dividirt durch die Beschleuni- 
gung der Schwere g. Durch Beobachtung der Grössen D, «7, 
L und iJ ergibt sich also ein Schluss auf die Constante ft. 
Kupffer* hat letztere mitteist obiger Methode bei mehreren 
Metallen bestimmt. Aus seinen Versuchen ergeben sich bei 
der Annahme A = /x die folgenden Werthe für den Elasticitäts- 
coefficienten : 



MeUU: 


Elastioitüt«- 
coefflclent: 


MeUU: 


ElastlcitAts- 
coefflclrnt: 


Eisen No. 1 

„ No. 2 

Messing . • 


1857 

1785 

945 


Platin . . 
Silber . . 
Gold . . . 


1592 
708 
079 



Wir wollen hier das Schema eines der von Kupffer an- 
gestellten Versuche folgen lassen. Der untersuchte Draht aus 
Platin hatte eine Länge von 323,40'"° und einen Radius von 
0,24397*"". Der Hebel, welcher an dem freien Ende des Drahtes 
hing und durch sein Gewicht den letzteren streckte, wurde 
auf jeder Seite mit 74193 Gramm belastet. Die Belastung 
wurde bei einem ersten Versuche in der Entfernung 55,953'"° 
aufgehängt, bei einem zweiten Versuche in der Entfernung 
25,433*". In dem ersten Versuche ergab sich für die auf 
13 J° R., auf verschwindende Amplituden und auf den luft- 
leeren Raum reducirte Dauer einer ganzen Oscillation 45,3333 
See, im zweiten Versuche war die Dauer 26,4858 See. Es 
werde die Belastung auf einer Seite des Hebels durch p, ihre 
Entfernung von der Axe des Drahtes durch c bezeichnet; fer- 
ner sei i das Trägheitsmoment des Hebels, vermehrt um das 
doppelte Trägheitsmoment der auf einer Seite befindlichen Be- 
lastung in Bezug auf eine verticale, durch den Schwerpunkt 

des Gewichtes gehende Axe. Dann ist bekanntlich J= i + — e^, 

wo g gleich 980,88*" ist, und man hat sonach für die Oscil- 
lationsdauer : 



* Bulletin de Vacademie de St. Petershourg, tome VII: Mecherches 
^xperimentales relatives ä Velcisticite des metaux. 
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D^= 



-jfA^i + ^pe^)' 



1^9 

Indem man in diese Gleichung die auf den einen und anderen 
Versuch bezüglichen Grössen, die durch die Marken 1 und 2 
bezeichnet werden mögen, einsetzt, findet man nach Elimina- 
tion von gi: 

_16j^Lp_(ßl-el) 

wonach sich bei der Annahme A = ^ oder fi = ^q der Elasti- 
citätscoefficient des Platins zu 1592 Millionen Gramm berechnet. 

Aeltere hierher gehörige Torsionsversuche von Coulomb, 
Duleau, Savart etc. findet man bei Wertheim: Note sur 
la torsion des verges homogenes; Annales de Chimie et de Phy- 
sique, 5'"^ serie, tonte XXV, 

Die früher gefundene und soeben beim Cylinder angewandte 
Torsions - Deformation kann bei einem prismatischen Stabe von 
nicht kreisförmigem Querschnitte keine Anwendung finden, 
wenn er keine seitliche Kraft erleidet, da bei derselben auf 
den Seitenflächen Tangentialkräfte auftreten würden. Setzen 
wir aber, um auch für andere, als kreisförmige Querschnitte 
über die Torsionsverhältnisse Aufschluss zu erhalten, im Hin- 
blick auf das Frühere: 

§ = — 1:2/^, i]=:tx^, t = txy + f(x,y), 
so muss, damit diese Deformation möglich sein soll, wie die 
Substitution in die Elasticitätsgleichungen ergibt, die Function f 
der Bedingung ^^f=0 genügen. Dann ergibt sich für die 
Elasticitätskraft, die auf einer der ;s?-Axe parallelen Fläche 
entwickelt wird: 

X=0, r=0, Z=TyCOSa+Ta:COSß, 

wo sich 

findet. Für einen prismatischen Körper, dessen Axe in die 
^-Axe fällt, erhalten wir hiernach eine mögliche Torsions- 
Deformation, wenn wir die Function f so bestimmen, dass 
^^f verschwindet und zugleich auf den Seitenflächen die Kraft 
Z den Werth Null erlangt. 
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Betrachten wir zunächst einen Cylindcr mit elliptischer 
Basis. Die in die :r-Axe fallende Halbaxe des Querschnittes 
sei o, die in die y-Axe fallende h. Da man hier 

cos a : von p = — : ri 

hat, so ergibt sich zur Bestimmung von /: 

elf X dl y Irxy _ 

dx'ä^^ii!/' b''^ b^ ■^"" 
Dieser Gleichung sowohl, als auch ^ der Gleichung ^^/'=0, 
wird genügt durch die Annahme: 

2(rr 
ir + 6- 
Hierdurch ist die Torsions - Deformation vollständig bestimmt; 
für die Componenten der an einem Elemente der Grundfläche 
des Cylinders wirkenden Kraft erhält man: 

Für das Moment dieser Kraft hat man demnach: 

Für das Torsiousmoment 6r, d. h. für das Gegenpaar, in das 
sich die an einer senkrechten Endfläche thätigen Tangential- 
kräfte, die allein auftreten, vereinigen lassen, hat man also, 
indem man den vorhergehenden Ausdruck über die ganze Fläche 
der Ellipse integrirt: 

Führt man die angedeuteten Rechnungen aus, so ergibt sich 
endlich : .^ a^ V^ 



(r + 6- 

Setzt man a = b, so findet man wieder den oben für den Kreis- 
cylinder aufgestellten Ausdruck, 

Hat man f^ner einen Stab mit rechteckigem Querschnitte, 
dessen Seitenflächen 
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sind, so ist nach dem Obigen die Function / so zu bestimmen, 
dass im Innern des Körpers 

1) z/Y=0 

wird, sowie dass für x = ^ — 

und endlich, dass für J/= + — 

3) ^ = -2r^ 

^ dy 

wird. Durch Substitution der Function e^^ e^^ in die Glei- 
chung 1) findet man , dass ein Integral der letzteren die Func- 
tion ^y sinmXj sowie e~'"y sinmx ist, imd dass sie also auch 
befriedigt wird durch eine nach den Sinus der Vielfachen von 
mx fortschreitende Reihe von der Form: 

2 {pe*^y + qe~"'y) sin mxy 
oder, da es sich um Darstellung einer Functioii zwischen den 

Grenzen +— und — — handelt: 



Il\pe "+06 ** Jsinm — 

a 



Der Diflferentialquotient dieser Eeihe nach x verschwindet 

für x= ^—y wenn wir für m die ungeraden Vielfachen von ^ 

nehmen, wodurch also der zweiten Gleichung genügt wird. 
Damit endlich der Gleichung 3) Genüge geschehe, muss für 

j/ = ±— sein: 



— 2ra;= — Vi^, e^ —a^e * )stn—x 

, 3jr / --y --T'A • ^^ , 
+—\P'öe^ -&e "* )sin — x+ 

Nun ist aber, wie sich aus den Reihen ergibt, die zur Ent- 
wickelung einer beliebigen Function von x nach den Sinus 
und Cosinus der Vielfachen von x dienen: 
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_ 4 i sin X sin Zx sin 5 x 

(2i + 1) Ä 

60 dass für den Coefficienten des Gliedes mit sin — x 

a 

zu setzen ist: 

+ («±11« » +!li±l>« * 8«*ir (-!)•■ 

Auch dieser Gleichung wird genügt, wenn man endlich setzt: 
._ Sa^t ^ (-ly e_ ^ ^-e ^ ^ . (2/+1) ^ . 

" ^ ^ ß a 2 ^ e a 2 

Die Elasticitätskräfte, welche an einem senkrechten Quer- 
schnitte thätig sind und tangential wirken, lassen sich in ein 
Gegenpaar vereinigen, und für das Moment des letzteren hat 

man wieder: 

a b 



/2 /* 2 



G= I dx I {Yx-Xy)dy, 

a b 

~2 ""2 

und es ist: 

Zunächst findet man: 

wo gesetzt ist: 

r 16 a» 

e/i = o— • 

/- (2t+1)gt (2i-^\)n 

2 

16 a2 



*■" 71^ 



j (2i-hl)9t ft (2i-fl)«.ft 



/*" ^ (—1)* e *" '^ — e " ^ . (2/+l)3r 

_a * e*» 2 + e * -^ 

2 



'..■ 
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Durch Anwendung der Formeln: 






X sin mx dx = xcos mx A — 5 sin mx 



erhält man: 






-(2t-fl)7r- 
a 



(2^' + l)^ %^ ^(2i + l)5' _(2,.M,^*-' 

" " l+e " 



j ^ 32 g^ ^ _ J 1-g 

^~ TT^ ^(2i + l)^" -r2/+i)^^' 

*» l+e " 

Üa aber bekanntlich 

ist, so kommt durch Substitution: 



ia^b 64a* -^ 1 l-e '"' """ 



— (2i-f-ljÄ 
' ) 3 TT« ^ 



Für ein Prisma mit quadratischem Querschnitte findet man hier- 
aus insbesondere: 

r- 4J1 64 ^ 1 i-g-(2.--f-i)^ | 
Or-^ra j^- ;rö^ (2^ + l)ö"l+e-(2.+ .)^j• 
Die stark convergirende Eeihe hat den Werth 0,92165, und 
folglich ist: 

Für den in G auftretenden Coefficienten ergibt sich aus Ver- 
suchen, die Duleau an Eisenstäben anstellte, der Werth 
0,141; aus Versuchen dagegen, welche Savart an Kupfer- 
stäben angestellt hat, ergibt sich der Werth 0,137, und end- 
lich fand Wertheim den Coefficienten gleich 0,1193 (Comptes 
rendus XXVIII: Note sur les vihrations tournantes des verges 
carrees). 

4. Biegung eines prismatisclien Stabes. 

Wir betrachten hier ein Prisma, über das wir folgende 
Annahmen machen wollen. Das Prisma besitzt zwei auf ein- 
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ander senkrechte und axiale Hauptschnitto und ist also in Be- 
zug auf jeden der letzteren symmetrisch begrenzt. Von den 
beiden gerade angesetzten Endflächen ist die eine befestigt, 
die andere frei. Die Axe des Prismas nehmen wir zur x-Aym 
und die Ebenen der beiden Hauptschnitte für die Ebenen der 
xy und xz. Den Anfangspunkt der Coordinaten legen wir in 
den Mittelpunkt der festen Endfläche. 

In der Mitte der freien Endfläche wirke eine Kraft pa- 
rallel der y-Axe; sie bedingt eine sehr kleine Biegung des 
Prismas. Ueber diese Biegung machen wir folgende Unter- 
stellungen. Die Theilchen, welche ursprünglich in der ä'j/- Ebene 
lagen, bleiben auch während der Deformation in dieser Ebene, 
und die Theilchen rechts und links von dieser Ebene sind in 
Bezug auf letztere symmetrisch gelegen. In dem nach aussen 
hin convexen Theile des gebogenen Prismas findet eine Di- 
latation, in dem nach aussen hin concaven Theile eine Com- 
pression statt. Der Werth dieser Dilatation und Compression 
nimmt nach dem freien Ende hin an Grösse ab. Wir setzen 
mit Eücksicht hierauf, unter Ä eine positive Constante, unter 
l die Länge des Prismas verstanden: 

Auf den Seitenflächen findet ein Kormaldruck nicht statt, 
wenn wir ferner annehmen: 

Die drei ersten obiger Annahmen fallen mit folgenden 
drei Gleichungen zusammen: 

WO gesetzt ist: 



^ + ^Ä=:a, -^^Ä = ß. 



Durch Integration findet man hieraus, unter f, g, h vorläufig 
noch unbekannte Functionen verstanden: 

f; = — ß(l — x)yz + h {x,y). 



. ■<*• ■ 
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Berücksichtigt man nun, dass z und % gleichzeitig verschwin- 
den mÜBsen, und dass der Ausdruck T^ verschwinden soll, so 
ist zu setzen, wenn ^> eine neue unbekannte Function bedeutet: 

Wenn die gemachten Annahmen überhaupt zulässig sein sollen, 
80 müssen die letzteren Ausdrücke den Bedingungsgleichungen 
für das elastische Gleichgewicht genügen. Durch die Sub- 
stitution derselben in die Elasticitäts^^leichungen erhält man 
nur zwei weitere Bedingungen, nämlich: 

Ist also f eine Function von y und z, die wegen der voraus- 
gesetzten Symmetrie zu beiden Seiten der a;y- Ebene in Bezug 
auf z gerade ist und der Gleichung D) genügt, so stellen fol- 
gende Verschiebungen eine den Bedingungen des Gleichgewich- 
tes genügende Deformation dar: 

Und für die so bestimmte Deformation ist dann: 

Man findet femer auch noch für die Componenten der Elasti- 
citätskraft, welche auf einem Querschnitte entwickelt wird: 

Endlich sind die Componenten der Elasticitätskraft , welche 
auf einem Längsschnitte entwickelt wird: 
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Die obigen Deformationen liefern für zwei bemerkenswerthe i 

prismatische Formen, nämlich den elliptischen Cylinder und 
das rechtwinklige Parallelepipedum Gleichgewichtszustände; 
welche nur wenig von denen verschieden sein können, die ! 

dann eintreten, wenn das Prisma der Wirkung einer senk- | 

recht zu sei"ner Axe wirkenden und in der Mitte des freien 
Endes angebrachten Kraft ausgesetzt wird. Und diese Fälle 
dürfen wir annähernd für die in Wirklichkeit stattfindenden 
setzen. | 

Was erstlich den elliptischen Cylinder betrifft, so beschrän- | 

ken wir uns hier auf den besonderen Fall, wo die Seitenaxen | 

desselben einander gleich sind, und der Cylinder also ein ge- 
wöhnlicher Kreiscylinder wird. Das elastische Gleichgewicht 
. des Stabes mit kreisförmigem Querschnitte erhalten wir durch 
folgende Lösung der Gleichung D): 



f-9y+^y{f+^')- ■ ; 



Dieselbe liefert: 



Hiemach kommt für die tangentiale Kraft, welche auf einem 
der Axe parallelen Querschnitte wirkt: 

wo r den ßadius des Querschnittes bedeutet, und diese Kraft 
verschwindet für die Oberfläche, wenn wir setzen: 

^ + y- Äf^'- 

Es verschwinden also bei dieser Annahme alle äusseren Kräfte 
auf dem Mantel des Cylinders. Was die an der freien End- 
fläche wirkenden Kräfte betrifft, so sind dieselben tangential. 
Fassen wir die gleichgerichteten Componenten derselben zu- 
sammen, so erhalten wir erstlich parallel der ;ef-Axe vier Kräfte, 
von denen jede in einem der Quadranten der Endfläche an- 
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greift, welche durch die Ebenen der xy und xz bestimmt 
werden. Die beiden Kräfte, welche in den auf der concaven 
Seite des Stabes befindlichen Quadranten angreifen, sind nach 
der Mittelebene xy hingekehrt und gleich gross, die beiden 
Kräfte aber, welche in den auf der convexen Seite befind- 
lichen Quadranten angreifen, suchen die Entfernung von der 
gedachten Mittelebene zu vergrössern und sind ebenfalls ein- 
ander gleich. Zweitens erhalten wir eine der y Axe parallele 
Componente, die in der Mitte der freien Endfläche angreift, 
und für die man hat: 

r = /k ^^ = ( 3 A + 2 ^) ^ ^^ - ( :U + 2 ft) ^ J , 

wo dO das Element und «7 das Trägheitsmoment der Endfläche 
in Bezug auf einen ihrer Durchmesser ist. ' Jene Kraft wird 
nun der biegenden Kraft gleichkommen müssen, so dass sieh 
also, wenn wir diese durch P bezeichnen, findet: 

A = ^ 

(3A+2^)J 

Wir betrachten hier zweitens das rechtwinklige Parallelepipedon 
für den Fall, dass es in einer seiner Hauptebenen gebogen 
wird , und nennen die zu der Biegungsebene senkrechte Kante 
c, die mit der y-Axe parallele Kante 6. Damit hier die Druck- 

kräfte an den Seitenflächen verschwinden , muss Ty für z= + -z 

und jTs für y= + -:r verschwinden, und unsere Aufgabe be- 

steht darin, eine Function /*, die in Bezug auf z gerade ist 
und der Gleichung D) genügt, zu finden, so dass jene Be- 
dingungen erfüllt werden. Nun wird aber jener Gleichung 
durch die Function: 

genügt, wenn man hat: 

1) 3Ä + Ä; = a. 

Ferner bemerke man, dass der Ausdruck 
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verschwindet , wenn für f einer der folgenden Ausdrücke ge- 
setzt wird: 

c"* y cos mZy e-^y cos m z. 

Wenn wir hiernach setzen: 

f^xj {g + ]nf + l'z-) + 2:.4/^"\y cos nuz + EBiC- *<'^ cos nns , 

so ist dies eine gerade Function von z^ die der Gleichung D) 
genügt, und es fragt sich nur noch, ob die auftretenden Con- 
stanten sich so bestimmen lassen, dass die Ausdrücke Tyy T^ 
auf den betreffenden Seitenflächen verschwinden. Man findet 
nun : 



= (2fc+/3) %jz — Zwi (AiC^iy + BiC-^'iy) shi miZ, 

+ i:mi {AiC*^iy — Iiic-"uv) cos niiZ. 

Der erste obiger Ausdrücke muss für z^^ ^-z verschwinden, 
wir setzen daher: 

2) 2Ä; + /3 = 0, 

3) m, = • 

c 

6 
Der Ausdruck für Tz muss für J/= + ^ verschwinden; dess- 

halb imd im Hinblick auf die durch die Fourier 'sehen Rei- 
hen gelieferte Entwickelung : 

/ 2tcz ^Ttz (\itz 
o o I ^'os cos cos 

setzen wir: 

4) fe+rt + (3;,+|)^+(;-f)f;--o, 

und dehnen die Summe von i=l bis i = co aus. Durch die 
Gleichungen 1) bis 5) ist die gesuchte Function vollständig 
bestimmt und erhalten wir: 
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2iny 2iny 



('•4>¥("-S) 



2 V 4/2 

Die an den Elementen der Endflächen thätigen Kräfte wirken 
in ähnlicher Weise, wie in dem oben betrachteten Falle des 
cylindrischen Stabes, und für ihre in der Mitte angreifende 
Resultante findet man: 



/ 






wenn J wieder das Trägheitsmoment des Querschnittes in Be- 
zug auf seine zur Biegungsebene senkrechte Mittellinie ist. Be- 
zeichnen wir die biegende Kraft durch P, so ist auch in die- 
sem Falle: 

A=. ?- 

(3A + 2/t)J 

Fassen wir jetzt die für den cylindrischen und rechtwinklig 
viereckigen Stab gewonnenen Resultate zusammen , so ergeben 
sich folgende für beide gültigen Relationen. 

Die Constante y wird durch die Analyse nicht bestimmt, 
sondern nur die Summe g + y* Es. hängt dies damit zusam- 
men, dass die Verschiebungen | = ^y, 71 = — gx eine Rotation 
des ganzen Stabes vorstellen, wobei eben so wenig Elastici- 
tätskräfte entwickelt werden, als dies bei den Verschiebungen 
|z=a, '»2 = 6, S=C der Fall ist, welche eine Verschiebung des 
ganzen Körpers darstellen. Mit Rücksicht hierauf können wir 
y=0 setzen und erhalten dann für die Gleichung der Curve, 
in welcher die Theilchen liegen, die ursprünglich auf der Axe 
des Stabes lagen, d. i. für die Gleichung der sogenannten 
elastischen Curve: 
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Die Curve ist also eine cubisehe Parabel, welche die a:-Axe 
im Ursprünge der Coordinaten berührt und deren Inflexions- 
punkt in der Mitte der Endfläche liegt. 

Denken wir uns den prismatischen Stab durch einen Quer- 
schnitt in zwei Theile getheilt und ersetzen wir die Wirkung 
des eingeklemmten Stückes auf das abgeschnittene Ende durch 
die Kräfte — iV^, "~^»> ~^5> so müssen sich die an letzterem 
Theile wirkenden Kräfte für sich das Gleichgewicht halten. 
Die Kräfte — Njc lassen sich ersetzen durch ein Gegenpaar, 
für dessen Moment man hat: 

Die Kräfte —Ty heben sich auf und die Kräfte — T; liefern 
als Resultante eine in der Mitte des Querschnittes angreifende 
Kraft, die in der Richtung der negativen y-Coordinate wirkt, 
und für deren absoluten Werth man hat: 

Letztere Kraft bildet mit der Kraft P ein Gegenpaar, das dem 
Paare G das Gleichgewicht hält. 

Man hat ferner: 



? ■+- 

dx ^ 



r, 



also ist auch hier das Verhältniss zwischen dem Normaldrucke 

Nx und der linearen Dilatation t- dem Elasticitätscoefficien- 

dx 

ten gleich, wie bei einem Prisma, das nur eine longitudinale 

Verlängerung oder Verkürzung erleidet. 

Da die Ordinaten der elastischen Curve, sowie ihre Krüm- 
mung sehr klein sind, so können wir das Quadrat von -,-- ver- 
nachlässigen und finden für den Krümmungsradius i?: 

R-dx'-- ^ ^^^ ^^' 

so dass man hat: 

1 _ P{l-x) 

Beer, Elaslicilät und Capiliarilät. K 
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Für das Gegenpaar G, das sogenannte elastische Moment des 
Prismas, kann man hiernach auch setzen: 

Wenn wir den Elasticitätscoefficienten q einführen, so kommt 
für die Gleichung der elastischen Curve: 

Hieraus findet man für. die Senkung y des freien Endes: 

y ~3qJ' 
und für die Tangente des Winkels cp', welchen die Berührungs- 
linie am freien Ende mit der ursprünglichen Axe bildet, er- 
gibt sich: 

r PI' 3y 

tang g> = ^= ^- 

Wenn der Angriffspunkt der Kraft P nicht im freien Ende, 
sondern in der Entfernung d vom eingeklemmten Ende auf 
der mittleren Faser liegt, so nimmt der Stab von der ein- 
geklemmten Stelle bis zu jenem Angriffspunkte die durch die 
vorhergehende Analyse bestimmte Gestalt an und verläuft von 
dort bis zum freien Ende gerade. Wenn also rj die Senkung, 
(p die Neigung desjenigen Punktes ist, an welchem die Kraft 
wirkt, so hat man: 

Pd^ , 3w 

Hiernach ist unabhängig von der Lage des Angriffspunktes 
und der Grösse der Kraft: 

— tang 9 = 1. 

Diese Formel wird durch die von Kupffer über die Biegsam- 
keit der Metalle angestellten Versuche bestätigt (Bulletin der 
Petersburger Academie; Bd. XII: Untersuchungen über die 
Biegung elastischer Metallstäbe). 

Wenn der Stab so eingeklemmt ist, dass die Kante 2& 
vertical steht, so biegt er sich schon in Folge der Schwerkraft. 
Annähernd kann man die Wirkung der letzteren in Bezug auf 
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die Senkung, sofern letztere sehr klein ist, durch die einer 
gewissen constanten Kraft p ersetzen, welche in der Entfer- 
nung d angreift. Man hat dann für die durch die Schwere 
allein bewirkte Biegung: 

_p(P 

Wird das Prisma überdies durch die in der Entfernung d an- 
greifende Last P gebogen, so hat man für die Gesammt- 

biegung: 

_ jP+p) d\ 

^'"" dqJ 
Für die beiden letzten Gleichungen kann man aber mit Rück- 
sicht auf die obige Gleichung für den Berührungswinkel in 
der Entfernung d schreiben: 

tuP ^ {P+p)d\ 
2Jtangq)^ iJtang^^ 

Durch Beobachtung der Neigungen (p^ und fp^ des unbelasteten 
und des belasteten Stabes erhält man hiernach zwei Gleichun- 
gen, deren Auflösung den Elasticitätscoef fielen ten q liefert, 
^ach der hier angedeuteten Methode bestimmte Kupffer den- 
selben bei prismatischen Stäben und Drähten aus verschiede- 
nen Metallen. Aus seinen Angaben sind die folgenden Werthe 
dieser Grösse für das hier zu Grunde gelegte Maass berechnet. 



MetaU: 


Elasticitäts- 
coefflcient: 


MetaU: 


Elasticitfits- 
roefflclent: 


Stahl No. 
Eisen No. 3 


2108 
1928 


Messing . . 
Platin . . 


1071 
1709 
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IIL 

Ueber die osciUatorischen Bewegungen in homo- 
genen, isotropen Körpern, 



L Gleichüiigeii für die oscillatoriscben Bewegungen homogener 

und isotroper Körper. 

Die Gleichungen, welche die Gesetze solcher Bewegungen 
elastischer Körper darstellen, bei denen die Molecüle sehr 
kleine Schwingungen um ihre Ruhelage herum ausführen, wer- 
den nach dem d'A lern her tischen Principe aus den statischen 
Gleichungen abgeleitet, wenn man an die Stelle der Kräfte, 
welche an den Theilchen des Körpers wirken und deren Com- 
ponenten durch X,-, Y,-, Zi bezeichnet wurden, die verlorenen 
Kräfte treten lässt. Indem wir die früheren Bezeichnungen 
beibehalten und insbesondere die Verschiebungen der Theil- 
chen nach den Coordinatenaxen , oder die Componenten ihrer 
Ausschläge nach denselben durch S, t^, J bezeichnen, erhalten 
wir für die der Zeit t entsprechenden Coordinaten eines Theil- 
chens : 

Da nun x^ y^ z 2X9, Coordinaten der Gleichgewichtslage von 
der Zeit unabhängig sind, so stellen sich die Componenten der 
verlorenen Kräfte wie folgt dar: 

Hiernach erhält man für die gesuchten Gleichimgen der Be- 
wegung: 
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Für die Oberfläche gelten dieselben Gleichungen, wie beim 
Gleichgewichte; die Richtung und Grösse der an der Ober- 
fläche wirkenden Kräfte wird jetzt aber im Allgemeinen von 
der Zeit abhängig sein. 

In den Anwendungen, welche wir von den vorstehenden 
Bewegungsgleichungen machen werden, werden wir von den 
äusseren Kräften ganz absehen. Ferner schränken wir den 
Kreis unserer Betrachtungen noch weiter dadurch ein, dass 
wir nur permanente periodische Bewegungen erörtern, und zwar 
nur solche, welche sich nach dem Principe der Coexistenz, 
das offenbar auch hier gelten wird, auf geradlinige Oscillatio- 
nen zurückführen lassen, die nach demselben Gesetze, wie die 
unendlich -kleinen Schwingungen eines mathematischen Pendels 
vor sich gehen, und gleichzeitig beginnen und gleichlange 
dauern. Eine aus solchen Oscillationen bestehende Elementar- 
Bewegung lässt sich oflFenbar, wenn j:, t), J die sehr kleinen 
Componenten der Amplitude und d die Dauer einer ganzen 
Oscillation bedeutet, und wenn der Anfang der Zeit gehörig 
gewählt wird, wie folgt darstellen: 

Wie bei den Verschiebungen eines im Gleichgewichte befind- 
lichen deformirten Körpers, so unterscheiden wir auch bei seinen 
Oscillationen zwei Hauptgruppen, die den attractorischen und 
rotatorischen Verschiebungen entsprechen, und die wir desshalb 
auch attractorische und rotatorische Oscillationen nennen wollen. 
Jene, welche die Longitudinal- Schwingungen in sich begreifen, 
sind im Allgemeinen von einer Dilatation begleitet, und ihre 
Ausschläge oder auch ihre Amplituden lassen sich als Differen- 
tialquotienten einer und derselben Function darstellen, so dass 
man, unter Feine solche Function verstanden, hat: 
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_dV _dV _dr 
^^ dx' ^^dy' ^^ dz' 

Die Substitution in die Bewegungsgleichungen lässt ersehen, 

dass der Ausdruck 

in der ganzen Ausdehnung des Körpers constant bleiben muss. 
Unbeschadet der Allgemeinheit können wir diese Bedingung, 
indem wir noch 



setzen, durch folgende Gleichung ausdrücken: 

I) si^^^r+i^Jr^o. 

Für die Dilatation hat man: 6 = ^^V sin-^ t. 

Unter rotatorischen Elementar- Oscillationen verstehen wir 
solche, deren Amplituden folgende Form haben: 

dv dw div du ^du dv 

^~dz'^ly^ ^^dx^Tz' ^'~'dy'~dx 

Bei diesen Oscillationen findet eine Dilatation nicht statt. Die 
Substitution in die Bewegungsgleichungen liefert: 

dz ~~ ' dy ' 

d\iL/l^w-\-\^\ Qw\ dliL^^u + i-j-j Qu\ 
dx ~ dz ^ 

d\iLJ'^u+\-j-\ Qu\ dW^^v + i-^j Qv\ 

dy ^ dx ' 

Hieraus folgt, dass die Hülfsfunctionen u,VyW folgenden Glei- 
chungen zugleich genügen müssen: 



.^— -1 
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vro (p eine beliebige Function der Coordinaten bedeutet und 
-wo gesetzt ist: 

Q 

Man bemerke, dass die Gleichung I) durch folgenden Aus- 
druck, der die Potentialfunction als besonderen Fall umfasst, 
befriedigt wird: 



'"'^(^'■+*) 



V= I -^ dk + 



KsiäJ 



Es bedeutet hier dk das cubische Element eines Raumes Ä", 
welcher den elastischen Körper ganz umschliesst, übrigens aber 
beliebig ist. Die Entfernung des Elementes dk von dem Punkte 
(.x,t/,^), auf den sich der Ausdruck bezieht, ist r. Endlich 
sind a und b Functionen der Coordinaten, die bloss der Be- 
dingung unterworfen sind, dass acosb in der ganzen Aus- 
dehnung des elastischen Körpers einen constanten Werth be- 
halte. Dass die Function V in der That der Differential- 
gleichung I) genügen müsse, wird in ganz ähnlicher Weise 
bewiesen, wie der entsprechende Satz von der gewöhnlichen 
Potentialfunction. Bezeichnet man nämlich das Integral, wel- 
ches das erste Glied von V bildet, mit W, so findet man 
durch zweimalige Differentiation von W für jeden Punkt {x, j/, z) 
ausserhalb des Baumes K: 

Liegt dagegen der Punkt {oo,y,0) innerhalb des Raumes K^ 
BO denke man sich um denselben mit verschwindend kleinem 
Radius eine Kugel beschrieben, deren Element dk^ und deren 
Volumen k^ heissen möge. Der Theil von W, der sich auf 
den ausserhalb der fraglichen Kugel gelegenen Theil des Rau- 
mes K bezieht , heisse W^ ; für ihn ist der Punkt (Xy y, z) ein 
äusserer. Dagegen heisse der Theil von TF, der sich auf 
die kleine Kugel bezieht, W^, Man hat nun zunächst wie 
vorhin: 
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Femer hat man in Anbetracht, dass a und h für W2 als con- 
ßtant zu betrachten sind, und dass r in demselben Ausdrucke 
unendlich klein bleibt, durch Entwickelung der trigonometri- 
schen Functionen: 

W^=za I {cos jy^ r cos — sm -^r^ rstnbj — - 

, /^ d\ 2a7t . , Z' ,, 
= acosh I — - — TT-ir sm / dk^ 



acoso I — ^^ — sm 0. 



, r^_ 



In diesem Ausdrucke ist das zweite Glied constant und das 

/dh^ 
—^ ein gewöhnliches Potential; man hat daher: 

^'^W^ — — A^acosb. 

Da nun W= Wj^+ W^ ist, so folgt für jeden innerhalb K ge- 
legenen Punkt: 

A^W^-\%acosl- ( J^)' TT, 

da ja auch W^ unendlich klein ist, also W statt W^ geschrie- 
ben werden kann. Da aber acosb innerhalb des elastischen 
Körpers constant sein soll, so ist für die ganze Ausdehnung 
desselben ^^V=^^W, Daraus folgt endlich sofort, dass V 
der Gleichung I) genügt. 

Den Constanten Theil der Function V kann man, da er 
bei der Bestimmung des Ausschlages ohne Bedeutung ist, unter- 
drücken. 

Eine Lösung der Gleichungsgruppe II) wird erhalten, wenn 
man die Grössen a, 6, c und a, j8, y so bestimmt, dass, unter 
^ eine willkürliche Function der Coordinaten verstanden, in 
der ganzen Ausdehnung des elastischen Körpers 

d^ , a dil) drij 

acos a = ^j ocos ß = ^f ccosy^^-j- 

wird, und wenn man alsdann setzt: 
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II— f dk, v== f dk, 




^ \lL 

r 

Hier bedeutet wiederum dk das cubische Element eines Rau- 
mes, welcher den elastischen Körper ganz umschliesst, und r 
die Entfernung des Punktes {x, y, z) von jenem Elemente. Dass 
diese Ausdrücke den Gleichungen II) in der That genügen, 
ist aus dem oben über den Ausdruck V Gesagten sofort er- 
sichtlich. 

Die Analogie der vorhergehenden Lösungen mit den früher 
für die statischen Gleichungen angegebenen springt in die 
Augen, und es werden letztere ersichtlich aus den gegenwärti- 

gen ffewonnen, wenn man -^ = setzt. 



2. Erforsohuiig specieller Fälle osciUatorisclier Bewegungen, 
bei welchen eine Dilatation stattfindet. 

1. Denkt man sich die Function F, welche zur Bestim- 
mung longitudinaler Schwingungen dient, als bloss von der 
Coordinate z abhängig, so geht die Gleichung I) in folgende 
über: 

Die Integration derselben liefert: 

wo 6 und c willkürliche Cons tauten sind. 

Mittelst dieses Integrals ergibt sich eine oscillatorische 
Bewegung, die, unter c eine sehr kleine, übrigens aber will- 
kürliche Constante verstanden, sich wie folgt bei gehöriger 
Wahl des Anfangspunktes der Coordinaten und des Anfanges 
der Zeit darstellen lässt: 
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Die Dilatation ist: 

n 27tc 1% . Ire, 

Die durch diese Ausschläge bestimmte Bewegung characterisirt 
sich durch folgende Eigenschaften. 

Alle Theilchen des schwingenden Körpers befinden sich 
zu derselben Zeit in demselben Oscillationszustandej ihre Aus- 
schläge sind parallel der ^-Axe. Ueberdies sind die Ausschläge 
aller Theilchen, welche in einer zur ;8?-Axe senkrechten Ebene 
liegen, gleich. Die Grösse der Amplituden für eine Reihe von 
Theilchen, die auf einer mit der js^-Axe parallelen Geraden 
liegen, ändert sich wie eine Sinusfunction , deren Periode £18 
ist; die Dilatation dagegen ändert sich wie die entsprechende 
Cosinusfunction. Die Bäuche, in welchen die Amplitude ihr 
Maximum erreicht, während die Dilatation verschwindet, tre- 
ten hiernach auf in den Ebenen, für welche z einen der fol- 
genden Werthe hat: 
-^S18, -|ßd, -^£l8y +\£löy +1^5, +f^*,.... 

die Knotenebenen hingegen, in welchen die Amplitude ver- 
schwindet und die Dilatation resp. Compression ihr Maximum 
erreicht, sind die Ebenen, in welchen z einen der folgenden 
Werthe hat: 
-\S18, -£IS, -\£18, 0, +\£18, +i^d, +\£18 .... 

Wenn der schwingende Körper prismatisch ist und seine 
Seitenflächen der ;8?-Axe parallel sind, während die Grund- 
flächen auf derselben senkrecht stehen, so muss, sofern die 
Bewegung erhalten bleiben soll, auf jede Seitenfläche ein Nor- 
maldruck stattfinden, dessen Grösse durch den Ausdruck: 

iXcit 2Jt . 27t ^ 

gegeben ist, während auf die Grundflächen der normale Druck: 

wirken muss. 

Es ist leicht, die vorhergehenden Betrachtungen auf die- 
jenigen stehenden Longitudinal- Schwingungen auszudehnen, für 
welche man hat: 
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F= c COS mx cos tnz, 



sowie : 



F= c cos mx cos my cos mz, 

welche Functionen ebenfalls der Bedingungsgleichung I) ge- 
nügen. Aus der Combination der stehenden Schwingungen: 

1 = 0, 12 = 0, t^ccos-^zsin-^t 
und: 

1 = 0, 12 = 0, ^=i-'CSinjy^zcoS'Y^f 

weiche unter die Blasse der betrachteten fallen, ergibt sich 
als resultirende Bewegung: 

27t 

1=0, 1^ = 0, t = csmjc-^(Slt — z). 

Hier befinden sich nicht mehr alle Theilchen, sondern nur 
solche, die auf einer zur 0-As.e senkrechten Ebene liegen, in 
demselben Oscillationszustande , und wir haben es hier nicht 
mehr mit stehenden, sondern mit fortschreitenden Longitudinal • 
Schwingungen zu thun. Der Oscillationszustand, welcher zu 
einer bestimmten Zeit in einer zur z-Axe senkrechten Ebene 
stattfindet, pflanzt sich mit der constanten Geschwindigkeit £1 
in der Kichtung von — nach + z fort. Zwischen zweien die- 
ser Ebenen, die um Sld von einander abstehen, sind alle 
Oscillationsstufen vertreten. Der Inbegriff der Theilchen zwi- 
schen zwei solchen Ebenen heisst eine ebene Welle, Sld ihre 
Länge, Sl ihre Geschwindigkeit. 

Bei beliebiger Wahl der Coordinatenaxen und des An- 
fangspunktes der Zeit wird eine in ebenen Wellen fortschrei- 
tende Bewegung von Longitudinal- Schwingungen wie folgt dar- 
gestellt: 

^ = ccosa sinF, ri:=ccos ß smF, ^=ccosysinF, 

wo zu setzen ist: 

27t 

F= 77^ (Sit — \ X cos a + y cos ß + cos y \ + (p). 

Es ist alsdann c die Amplitude der einzelnen Schwingung, 
a, ß, y sind die Winkel, welche die Normale der Welle mit 
den Axen einschliesst. 
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Die Theilchen einer Luftmasse, welche von ebenen Schall- 
wellen durchzogen wird, befinden sich in dem eben betrach- 
teten ^öwög^^gszustande. 

Man bemerke noch, dass zwei in derselben Richtung fort- 
schreitende ebene Wellen von gleicher Wellenlänge, die wir 
durch 

t= c sin j^ {Sit — ^ + (p) j ^ = c sin^{£lt — + 9') 

darstellen können, sich zu einer neuen in derselben Richtung 
fortschreitenden ebenen Welle zusammensetzen, in der die 
Wellenlänge auch wieder dieselbe ist: 

Z=Csin^{Slt^^ + 0)', 

die Amplitude C und die Phase sind gegeben durch die 
Gleichungen: 

ccos-^^q> + c cos^q>=CcoSj^^0, 

. 27t , , . 27t , ^ . 27t -. 
c sm 7^-^ (p + c stn ^r^ (p = Csm pr-s; O. 

SCiO SlO »Sd 

Entwickelt man hieraus C, so kommt: 

woraus man sieht, dass die Amplitude C je nach dem Phasen- 
unterschiede (p — q) alle Werthe von bis c + c durchlaufen 
kann. 

Dagegen setzen sich zwei fortschreitende Wellen von glei- 
cher Amplitude und entgegengesetzter Richtung zu einer stehen- 
den Schwingung zusammen; so geben die beiden Wellen: 

2 JT 27t 

^ = c sin ^ (Sit — z + (p) , ^ = csin-^{Slt + + <p') 
als Resultante die stehende Schwingung: 

2. Wenn die in der Bedingungsgleichung I) auftretende 
Grösse V eine Function der Entferüung r von der 0-Axe ist, 
ausserdem aber keine der Coordinaten enthält, so kann man 
für die besagte Gleichung I) schreiben: 



•« 



in homogenen, isotropen Körpern. 77 

dr^ r dr 

wo i = -^— i, zu setzen ist. Durch die Substitution: 
SIS 

s 
geht die letzte Gleichung über in folgende: 

Sabstituirt man die Reihe: 

V== ÜQ + a^x + a^x^ + a^a? + . . . . 

in die yorhergehende Differentialgleichung, so findet man ein 
erstes particuläres Integral derselben: 

welche Reihe für jedes 5 convergirt. Das zweite particuläre 
Integral lässt sich bekanntlich aus dem ersten ableiten und 
zwar ist: 



"'= V :^-- 



Da die directe Ausrechnung dieses Ausdruckes beschwerlich 

sein würde ; so bemerke man, dass V^ folgende Form haben 

moss: 

Fg = Fl log s + h^s^ + 6^5* + h^^ + ..,., 

wofür wir setzen wollen: 

V^^VJogs + B. 

Substituirt man diesen Ausdruck in die gegebene Differential- 
gleichung, wobei zu beachten ist, dass Fj dieselbe befriedigt, 
80 erhält man zur Bestimmung von B,i 

d^R \ dB ^ ^ 2 rfF 

ds^ s ds s ds 

Entwickelt man diese Gleichung, indem man für R und }\ 
die gleichgeltenden Reiheif setzt, so gelangt man sofort zur 
Bestimmung der Coefficienten in R und zwar findet man: 

~2* 2*.4* ^2*.4''.6* 2='.4''.6^8- ^"* 
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Hiernach ist nun auch das zweite particuläre Integral gefunden. 
Führt man folgende Bezeichnung ein: 

-P(m) = 1 + ^a + ^-gj^ + ^-gj^ + . . . . , 

SO hat man für das vollständige Integral der betrachteten Dif- 
ferentialgleichung; wenn noch a und h zwei willkürliche Con- 
stanten bedeuten: 



r=.p(-^)+»e(-5^7 



Mittelst dieser Lösung ' erhält man folgende Componenten für 
die senkrecht zur g-K^Q vor sich gehenden Schwingungen: 



\ du du/ ' 
' ^\ du du/ 8 ' 



wo a und h wieder zwei willkürliche Constanten bedeuten und 

zu setzen ist. 

Bei der gefundenen Bewegung befinden sich alle Theilchen 
eines Cylinders, dessen Axe in die z-A^e fällt, in demselben 
Oscillationszustande. 

Es ist leicht, die obige Analyse auf den Fall auszudehnen, 

wo V die Form 

f(r) cos mz 

hat. Setzt man m= ^-^, so findet man f(r) = clogcr, wo c 

und c constant sind. Ein Hohlcylinder zeigt jetzt Longitudinal- 
und Radialschwingungen, deren Beschaffenheit im Einzelnen 
leicht aufzufinden ist. 

3. Es kann die Function F, mittelst deren sich die Am- 
plituden darstellen lassen, bloss die Entfernung r von einem 
festen Punkte enthalten. Alsdann erhält man stehende Schwin- 
gungen, deren Phase für alle Theilchen dieselbe ist, welche 
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auf einer um den foHton Punkt boHchriobnnon Ku^^dflllcho lie- 
gen ^ und allo 8chwin^ingon finden in dor Kiclitun^ dor von 
dioÄcm Punkte auBgehonden Strahlen Htatt. Die Oleicliun^ I), 
die zur BoHtimmung der Function V diont, nimmt alndann 
dic«c GoHtalt an: 

dr^ r dr ' 

27t 

wo ^"'oA ^^* setzen iHt. Da» vollMtilndige Integral dioHer 

linearen Difforentialgleichung können 'wir ko Hchreiben: 

V- ros (Icr + h), 

wo a und h willkürliehe ('onHtanten Hind, Für die AuHHehiHgo 
der gefundenen JJcjwegung erhält man folgende Aundrüeke: 

6 • ' a r if '^In H + ^y rofi U sin J) , 
fj'ul ^ sin U + ,, ros 11 > sin 1) , 

J ' <i\i ^' w II + ., ros II \ sin I) f 

In 
wo geHcitzt int: Icr + h' It, . i- I), 

Durch ZuHammeiiHetzung der letztcjrfin Bewegung und einer 
«weiten gleicKartigrjn , welcher die Function 

y. - sinikr + h) 

zu Orunde gelegt int, und bei der üb(jrdi(m an die Stelle von 

1) die OrÖHMc - - I) geH(5t/.t int, findet man eine neue Uewfgung, 

die Mich bei gehöriger Wahl den Zeitanfangf^H wie folgt dar- 
Htellen lÜHDt: 

n « j ^i <■<" I' + ;.. "'« '' j ' 

<. ( /'' ^ ff f . ^ '7*1 

£ ■ a j ^, ros F + ^, sm V j , 

wo zu Hetzen i»t: /' . l • /r/^ ,, .{ili r), 

Slo ^ 
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Die durch diese Gleichungen bestimmte Bewegung besteht 
in dem gleichförmigen Fortschreiten und Sich -Ausbreiten sphä- 
rischer Wellen mit auf diesen senkrecht stehenden Schwingun- 
gen. Die Geschwindigkeit der Fortpflanzung ist Sly die Breite 
einer Welle S18. Wenn man das Vorzeichen von h umkehrt, 
erhält man eine analoge Bewegung, wobei sich aber die sphä- 
rischen Wellen gleichförmig zusammenziehen. 

Die betrachtete Bewegung lässt sich als Resultante zweier 
Bewegungen mit sphärischen Wellen betrachten, deren Phasen 

sich um — von einander unterscheiden, und von denen die 
eine die Amplitude — hat, während die Amplitude der an- 
deren -g ist. Den Ausschlag jeder der beiden Einzelbewegun- 
gen kann man in der Form 

f(r)cos\-^ t--krj 

darstellen. In einer Entfernung von dem Oscillationsceritrum, 
d. h. dem Mittelpunkte der Wellen, welche gegen die Breite 
der Wellen sehr gross ist, verschwindet die zweite Bewegung 
gegen die erstere, und hat man für den Ausschlag in der Rich- 
tung eines Strahles : . . • 

ak Itc .^. . 
r Sld^ ^' 

so dass also die Amplitude der Entfernung vom Oscillations- 
centrum umgekehrt proportional ist. 

Denken 'wir uns, dass der schwingende Körper von einer 
Kugelfläche begrenzt werde, welche den Wellenflächen con- 
centrisch ist, so erleidet für den Fall, dass die Bewegung per- 
manent ist, die Oberfläche allenthalben einen Normalzug, für 
den man findet: 

jy-^v — i — fv sinF—2^a l— cosF + —^sinF\y 

wo wieder zu setzen ist: 



/ 
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Für den Weg ds^ welchen das Flächenelement während der 
Zeit dt beschreibt, findet man, wenn den Ausschlag be- 
deutet: 

, da j. ianf k . ^-^ , 1 xA ^^ 

ds== jTrf^ = -T-( ^^-^ + — cosF)dt. 

dt ä \ r r^ / 

Hiernach ist die von der Normalkraft während einer Oscilla- 
tion geleistete Arbeit: 



und wenn die Oscillationsdauer sehr klein ist, wie dies mei- 
stens stattfindet, so kann man auch, unter n die Anzahl der 
in der Zeiteinheit ausgeführten Oscillationen verstanden, für 
die Arbeit, welche von dem schwingenden Körper auf der 
Flächeneinheit seiner Oberfläche während einer Oscillation ge- 
leistet wird, schreiben: 

Diese Grösse, welche den Effect der Schwingungen an der 
Oberfläche misst, ist unter übrigens gleichen Umständen dem 

Quadrate von — proportional, und somit ist letzteres als Maass 

der Intensität der Schwingungen zu nehmen. Mit Rücksicht 
hierauf ergibt sich der Satz: die Intensität der Schwingungen 
ist dem reciproken Quadrate der Entfernung vom Centrum und 
Tür grössere Entfernungen von demselben auch annähernd dem 
Quadrate der Amplitude proportional. 



3. Erforschung specieller Fälle oscillatorischer Bewegungen, 
bei welchen eine Dilatation nicht stattfindet. 

Aus der Betrachtung der Bedingungsgleichungen II) für 
die Hülfsfunctionen u, v, ic, durch welche sich rotatorische 
Oscillationen bestimmen, ergibt sich, dass für jene Functionen 
stets solche genommen werden können, die der Bedingungs- 
gleichung I) für die Hülfsfunction longitudinaler Schwingungen 
genügen, und zwar hat man nur in letzterer die Constante Sl 

Beer, £la<.ltcitäl umi Cnpillarität. 1. 5 
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durch CD zu ersetzen. Indem wir daher für die erwähnten 
Functionen die Formen von V nehmen, die sich im vorher- 
gehenden Abschnitte ergaben, erhalten wir ebenso viele Be- 
wegungen, die den Elasticitätsgesetzen genügen. Auf die an- 
gegebene Weise werden die meisten der in der Folge betrach- 
teten Bewegungen erhalten. 

1, Setzt man: 



2 jr 
coo 



^„ 



wo — = 0)2 gesetzt ist, so entspricht dieser Annahme folgendes 

System von Ausschlägen, unter c eine willkürliche Constante 
verstanden : 

od O 17 5» 

Die hierdurch bestimmten stehenden Transversal -Schwingun- 
gen sind der a;-Axe parallel und für alle Theilchen einer zur 
0-Axe senkrechten Ebene gleich. In der Richtung der je?-Axe 
aber ändert sich die Amplitude nach dem Gesetze der Sinus- 
function, deren Periode od ist. Ein mit der ;8f-Axe paralleler 
Faden des Mittels schwingt wie eine gespannte Saite. Für 
ein Element der Oberfläche, dessen Normale mit der j8f-Axe 
den Winkel y und mit der a;-Axe den Winkel cc bildet, er- 
geben sich folgende Componenten der anzubringenden Kraft: 

X= ^ ^ cos— ^0 sin -s-tcosvy F=0, 
oo oö o ' ' ' 

ry 2ac% 2jr . 23r, 
Z = -^-TT- cos —^zsin-^t cos a, 
od od 

Die Combination der betrachteten Schwingungen mit folgen- 
dem gleichartigen Systeme: 

j^=:ccos —^0cos-^t, i? = 0, 5=0, 

od O ' / 5» 7 

liefert eine durch folgende Gleichungen dargestellte Bewegung: 

l^ccos —^{ot — z)y ^ = 0, S = 0. 

Diese Gleichungen stellen fortschreitende Transversal- Schwin- 
gungen dar, die säinmtlicli gleich gerichtet und geradlinig po- 
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larisirt sind. Die Wellen sind eben und stehen auf der ;er-Axe 
senkrecht. Ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist o , ihre 
Breite od. Für die Zusammensetzung solcher Schwingungen 
gelten dieselben Sätze, wie sie früher bei den Longitudinal- 
Schwingungen aufgestellt wurden. 

Aus Schwingungen der hier betrachteten Art werden die 
Bewegungen zusammengesetzt, auf welche man die Lichtphä- 
nomene zurückführt. 

2. Die Annahmen: 

sowie die anderen Annahmen: 

wo für ifc wieder die Grösse — :, zu setzen ist, und auch P und 

Q die denselben im vorigen Abschnitte Nr. 2 beigelegte Be- 
deutung behalten, führen zu stehenden Schwingungen, wobei 
alle Theilchen eines Cylinders, dessen Axe in die ;8:-Axo fällt, 
stets in demselben Oscillationszustande sich befinden. Bei der 
ersten Annahme oscillirt ein solcher Cylinder um seine Axe 
und bei der zweiten schwingt er in der Richtung seiner Axe 
hin und her. Dass die zweite Annahme zulässig ist, zeigt 
die Substitution des Werthes für % in die dritte Bewegungs- 
gleichung. 

3. Man erhält durch die Annahmen: 

Ausschläge, welche durch Ausdrücke von folgender Form dar- 
gestellt werden: 

ri == a \-^ sin B -{• -^cos It\ sin D , 

5 = 0, 

2 JT 2 TT 

wo wieder iJ = fcr + 6, D = -^t. A;=— s gesetzt ist. 
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Alle Theilchen einer um den Anfangspunkt beschriebenen Ku- 
gel befinden sich in demselben Osciliationszustande; und eine 
solche Kugel oscillirt um die j?-Axe. Durch Verbindung der 
angegebenen Bewegung mit einer zweiten, der die Function 

w = — shi (kr + h) 

zu Grunde liegt, und bei der an die Stelle von D der Aus- 
druck — — D tritt, findet man eine Bewegung, die bei gehöri- 

mm 

ger Annahme des Zeitanfanges sich folgendermassen darstellen 
lässt: 



'» = « lißcosF + ^sinFL 



wo F=-^t — kr ist. 



Die so gewonnene Bewegung besteht in fortschreitenden 
Querschwingungen; die Wellen sind sphärisch, ihre Breite ist 
(od, ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit o. 

Wenn die Entfernung vom Centrum der Wellen sehr gross 
ist im Vergleich zur Breite der Wellen , so hat man annähernd 
für den auf dem Strahle und der ;2i-Axe senkrechten Aus- 
schlag: 

aJc 2ä, , . . 
— cos—j,((Ä)t — r) smw, 

wo <p die Neigung des Strahles gegen die £f-Axe bedeutet. 
Also auch bei den sphärischen Wellen der Querschwingungen 
nimmt die Amplitude im umgekehrten Verhältnisse des Radius- 
vector ab, wenn letzterer sehr gross ist. 

Wofern der schwingende Körper durch eine de.n Wellen 
concentrische Kugelfläche begrenzt ist, muss auf das Element 
der Oberfläche eine Kraft wirken, die in die Richtung des 
Ausschlages fällt, also eine Tangentialkraft, und für die Grösse 
dieser Kraft ergibt sich: 
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Für die Arbeit, welche diese Kraft während einer Oscillation 
leistet, findet man in ähnlicher Weise wie im vorigen Ab- 
schnitte: 

— k(i,it I — sin (pj , 

wonach für die bei einer Oscillation geleistete Arbeit auch ge- 
schrieben werden kann: 






unter n die Anzahl der in einer Secunde gemachten Schwin- 
gungen verstanden. Hiernach ist auch die Wirkung der trans- 
versalen Schwingungen bei sphärischen Wellen dem umgekehr- 
ten Quadrate der Entfernung vom Centrum unter übrigens 
gleichen Umständen proportional und wird annähernd in grösse- 
rer Entfernung von dem Oscillationscenti^um durch das Quadrat 
der Amplitude gemessen. 

4. Den Bedingungsgleichungen II) für die Hülfsfunctionen 
wird genügt, wenn man setzt: 

2 (oO 

Jlan findet dann folgendes System von Ausschlägen: 

^ , 2n . 1% ^ . 27r . 2n . 

t = — ay sin ^ z sin -^t. ri = ax sin — ., z sin -t- r , 

£ = 0. 

Es bestimmen aber diese Ausschläge stehende Torsionsschwin- 
gungen, wobei jede zur z-Axg senkrechte Ebene um letztere 
oscillirt, so dass eine solche Ebene lauter in demselben Oscil- 
lationszustande befindliche Thcilchcn enthält. Als Knoten- 
flächen treten auf die Ebenen, für deren Entfernungen von 
der icy- Ebene man hat: 

Andererseits treten Bäuche auf in den Ebenen, denen folgende 
Entfernungen entsprechen : 

(oö cod od od cod od 
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An einer cylindrischen Grenzfläche, deren Axe in die Tor- 
sionsaxe fällt, sind keine Kräfte anzubringen. Wird aber 
überdies der Körper von zwei auf der z-Axe senkrechten 
Grundflächen begrenzt, so muss, wenn die Bewegung per- 
manent sein soll, an dem Elemente derselben eine Tangential- 
kraft wirken, für die man, unter r die Entfernung von der 
Torsionsaxe verstanden, findet: 

T:^ — ^-s; — cos —^ z sm -^ t 

X 100 (OO 

Durch Combination stehender Torsionsschwingungen kann 
man eine fortschreitende Bewegung ebener Wellen erhalten, 
die um eine gemeinschaftliche Axe oscilliren. 



Experimentelle Prüfung der Theorie der oscillatori- 
sehen Bewegungen in homogenen , isotropen Körpern. 



1. Longitndinal-Soliwiiiguiigeii prismatisclier St&be. 

Die Gesetze ; welche sich aus der Beobachtung prismati- 
scher Stäbe, die durch Längsstreichen in Schwingungen ver- 
setzt werden, für die Knotenflächen und Bäuche ergeben habeui 
fallen der Hauptsache nach mit denjenigen zusammen, die 
theoretisch abgeleitet werden können, indem man annimmt, 
dass die Bewegung der Stäbe die unter III. 2. Nr. 1 betrach- 
tete sei. Gleichwohl besteht zwischen dieser und der wirk- 
lichen Bewegung der wesentliche Unterschied, dass bei letz- 
terer neben den Longitudinal- Schwingungen nothwendig auch 
eine seitliche Bewegung der Theilchen eintreten muss, da die 
seitliche Contraction und Dilatation nicht durch Kräfte, die 
an der Oberfläche wirken, aufgehoben wird. Wenn aber die 
Stäbe einen nur kleinen Querschnitt haben, so darf man an- 
nähernd ein von zwei unendlich nahen Querschnitten begrenz- 
tes Stück des Stabes als ein cubisches Element behandeln, 
d. h. man darf von der seitlichen Bewegung seiner Theilchen 
absehen, femer auch die elastische Kraft sowie* die Longitu- 
dinal -Schwingungen als für die verschiedenen Punkte des 
Querschnittes constant betrachten, zugleich aber muss man 
alsdann für die Grösse der elastischen Kraft den Ausdruck: 

dt 



1 
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setzen, wenn q den Elasticitätscoeflicienten, 5 ^i^n mittleren 

Ausschlag des Querschnittes parallel der i?-Axe bedeutet. An 

die Stelle der Grösse A + 2fi im Obigen, welche mit dem Quo- 

N . 

tienten— für eine Dehnung ohne seitliche Contraction zusam- 

N 
menfällt, tritt also jetzt der Werth des Quotienten — für eine 

Dehnung, bei der die Seitenflächen keiner Kraft ausgesetzt 
sind. Dies angenommen, hat man also zur Darstellung der 
in Longitudinal - Schwingungen bestehenden Bewegungen des 
Stabes: 

5 = 0, ^ = 0, t,^cstn-^^zsm-^tj 



wo jetzt zu setzen ist: 



-■-/l^ 



dabei ist q auszudrücken in der Einheit, wonach wir die Kräfte 
messen, also in Grammen, und p bedeutet die Masse der Vo- 

lumeneinheit, wofür wir also— setzen müssen, unter d die 

9 

Dichte oder das specilische Gewicht der Substanz, und unter 
g = 980;S8 die Beschleunigung der Schwere verstanden. 

Wenn das eine Ende des Stabes eingeklemmt ist, während 
das zweite Ende frei bleibt, so wird jenes eine Knotenfläche 
und an diesem tritt ein Bauch auf, indem nur dann die Be- 
wegung fortdauern kann, ohne dass auf das freie Ende ein 
äusserer Normaldruck wirkt. In diesem Falle ist also, wenn 
l die Länge des Stabes ist und der Anfangspunkt in das feste 
Ende gelegt wird: 

l = csin ' ^ z sin -r- t, 

JmV 

WO i eine positive ganze Zahl bedeutet. Man hat mithin: 

Nach gehöriger Substitution ergibt sich aus letzterer Formel, 
unter n die Anzahl der in der Zeiteinheit staufindenden Oscil- 
lationen verstanden: 
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Al I d 
Die Zahl n fällt mit der Schwiiigungszahl des Tones zusam- 
men, der durch Mittheilung der oscillatorischen Bewegung an 
das den Stab umgebende Mittel erregt wird. Aus der letzten 
Formel ersieht man , dass die Schwingungszahlen der verschie- 
denen Töne, die der Stab erregen kann, sich wie die Zahlen 
1; 3; 5. . . . verhalten. Aus dem tiefsten dieser Töne, dem 
Grundton des Stabes, ergibt sich für den Elasticitätscoef- 
iicienten : 

g = 

9 

Aus einer Reihe von Versuchen, welche Wertheim an den- 
selben Metallstäben oder Drähten vornahm, auf die sich die 
früher aufgeführte Tabelle bezieht, ergaben sich für die zuletzt 
aufgeführte Grösse die folgenden Werthe, die sich wiederum 
auf einen Querschnitt von einem Quadratcentimeter beziehen, 
und deren Einheit eine Million Gramme ist. 



Metall: 


Dichte: 


KlatiticitStH- 
coof flcieiit : 


MetaU: 


Dichte : 


Klasticitat«. 
coerncient: 


Blei . . . 

: Gold . . 

Silber . . 

Zink « . . 


1 1,232 

18,035 

10,304 

7,146 


215 
(»37 
724 
034 


Kupfer . 
Platin . 
Eisen . . 
Gussstalil 


8,030 
21,083 

7,710 


1254 
1501 
1003 
1044 



Schema eines Versuches. Ein Golddraht von 93,8*^'" 
Länge, 0,211""" Radius und dem specitischen Gewichte 18,035 
gab, an beiden Enden eingeklemmt und durch Längsstricho 
in Schwingungen gesetzt, einen Grundton, dessen Schwingungs- 
zahl mit Hülfe des Sonometers zu 992,2 bestimmt wurde. Ein 
an beiden Enden eingeklemmter Stab zeigt dieselben Longi- 
tudinal- Schwingungen, wie wenn er in der Mitte befestigt und 
an beiden Enden frei ist, also auch wie ein an einem Ende 
eingeklemmter Stab von der halben Länge. In die obige 
Formel für q ist also zu setzen: (?= 18,035, if = 46,9, m = 992,2, 
woraus sich q zu 637 Millionen Gramm ergibt. 
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Wie man sieht ^ nähern sich die aus den Longitudinal- 

N 
Schwingungen abgeleiteten Werthe des Quotienten — den aus 

c 

den Dehnungsversuchen unmittelbar gefundenen. 

Die betrachtete oscillatorische Bewegung mit stehenden 
Wellen lässt sich als Resultante zweier oscillatorischer Be- 
wegungen mit fortschreitenden Wellen auffassen. Die Glei- 
chungen der letzteren sind, wie man leicht findet, und wenn 
man von den Componenten | und i^, welche verschwinden, 
absieht: 

so dasB sich also, wie auch schon früher erörtert wurde, die 
zu der Axe des Stabes senkrechten Wellen jener zwei Be- 
wegungen nach entgegengesetzten Richtungen, aber mit glei- 
cher Geschwindigkeit Ä' fortpflanzen. Auch die Wellenlängen 
sind gleich, nämlich gleich Sl'd, Die Grösse ß' lässt sich 
hiernach als die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ebener Wei- 
len von Longitudinal - Schwingungen oder als Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des Schalles in dünnen prismatischen Stäben 
mit freien Seitenflächen, und zwar längs deren Axe, auffassen. 
Die Grösse Sl aber bedeutet nach dem Früheren die Geschwin- 
digkeit des Schalles in einer unbegrenzten Masse oder auch 
in dünnen prismatischen Stäben , wofern auf deren Seitenflächen 
solche Druck- oder Zugkräfte wirken, wie sie der betrach- 
teten oscillatorischen Bewegung entsprechen. Für das Verhält- 
niss der beiden Geschwindigkeiten hat man: 






+ fi) (A + 2f*) 



(3A + 2/i) ' 

so dass sich je nach den Annahmen A = ft oder A = 2ft die 

Beziehungen: 

Sl=:Siy^ oder ß^ß'/l 
ergeben. 

Wir lassen hier eine Tabelle über die Geschwindigkeit 
des Schalles in prismatischen Stäben (oder Drähten) verschie- 
dener Metalle folgen, wie sie sich aus den citirten Versuchen 
von Wertheim, sowie aus Versuchen Massen 's (Poggend. 
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Annalen, Bd. CHI: Schallgeschwindigkeit in Metallen) ergeben 
haben. Die von Wertheim herrührenden Zahlen beziehen 
sich auf dieselben Metalle ^ welche wir früher hervorgehoben 
haben^ und denselben ist als Einheit die nach Moll zu 332>244 
Meter angesetzte Geschwindigkeit des Schalles in der Luft zu 
Grunde gelegt. Die Einheit für die von Massen herrühren- 
den Data ist 333 Meter. 



KetaU: 


Schall- 
geschwindigkeit 

nach 


IfetaU: 


Schall- 
geschwindigkeit 

nach 






Werthoiiu: 


]|las8on: 




Wertheim: Miissoii: 




Blei. . . . 


1,120 


3,976 


Zink . . . 


10,774 


11,14 




Gold . . . 


5,(M)3 


6,27 


Kupfer . . 


11,167 


11,52 




Kadmium . 


— 


7,55 


Kobalt . . 


— 


14,23 




Zinn • . . 


— 


7,953 


Stahl . . . 


14,961 


14,88 




; Silber . . . 


7,W3 


7,957 


Nickel , . 


— 


14,<.)8 




Platin . . . 


8,111 


8,41 


Eisen . . . 


15,108 


15,108 




Palladium , 


— 


9,81 


Aluminium 


— 


15,375 




Messing . . 


— 


10,48 











Es liegt nahe, die vorhergehenden Betrachtungen auf flüs- 
sige Körper auszudehnen, die in dünnen prismatischen Röh- 
ren, in Pfeifen, zum Tönen gebracht werden. Gehen wir zu 
den Grundgleichungen für die Elasticitäts- Phänomene zurück, 
so bemerkt* man, dass dieselben den flüssigen Körpern an- 
gepasst werden, wenn man ft verschwinden lässt, weil bei 
diesen Körpern wegen der leichten Verschiebbarkeit ihrer 
Theilchen keine Tangentialcomponenten der Elasticitätskraft 
auftreten können. Durch jene Annahme, wodurch die gedach- 
ten Gleichungen sich in die Grundgleichungen der Hydrostatik 
verwandeln, wird die Unabhängigkeit des Druckes von der 
Richtung bedingt, und geht die Grösse X in den Quotienten q 
aus der cubischen Compression in den Druck über. Für die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen Schwingun- 
gen in einer unbegrenzten Masse kommt, wenn die früheren 
Bezeichnungen ungeändert beibehalten werden: 



«"/f- 
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Es fällt ferner die Unterscheidung zwischen ß und ß' fort, 
so dass man für die Oscillationsdauer des Grundtones einer 
Pfeife, je nachdem sie oflFen oder gedeckt ist, die eine oder die 
andere der beiden Relationen 

hat, In dem ersten Falle nämlich wird sowohl an der Lippe, 
wie auch an dem offenen Ende ein Bauch auftreten müssen, 
während in dem zweiten Falle die Basis der Pfeife eine Kno- 
tenfläche sein muss. Obige Resultate lassen sich bei gasförmi- 
gen Flüssigkeiten in befriedigende Uebereinstimmung mit den 
Ergebnissen des Versuches bringen, wie jetzt gezeigt wer- 
den soll. 

Bei einem Gase, welches unter einem Drucke von h Cen- 
timetern Quecksilber steht, ist, dem Mari ott ersehen Gesetze 
zufolge, wenn die Dichtigkeit des Quecksilbers durch D be- 
zeichnet wird: 



q = hD, Sl^j/gh^' 



In dem Ausdinicke für q ist auf einen bei Gasen ins Gewicht 
fallenden Umstand keine Rücksicht genommen > nämlich die 
Wärmeentwickelung während einer Compression und Wärme- 
bindung während einer Dilatation. Diese bewirkt, dass wäh- 
rend der Volumenänderung demselben Drucke oder Zuge eine 
geringere Compressions- oder Dilatationsgrösse entspricht, als 
das Mariott ersehe Gesetz angibt. Um ein Gas volum , dessen 
Gewicht 1 ist und das unter dem Drucke P steht, um 1® C. 
zu erwärmen, während es sich dabei ausdehnen kann, sind c 
Wärmeeinheiten erforderlich, wenn c die specifische Wärme 
des Gases bei constantem Drucke ist. Wird aber demselben 
Gase, während es um 1 ® C. erwärmt wird , nicht gestattet, sich 
auszudehnen, so wird es eines kleineren Wärmequantums c 
bedürfen, unter c die specifische Wärme des Gases bei con- 
stantem Volumen verstanden. Die der Erwärmung entsprechende 
Ausdehnung im. ersten Falle oder der Ausdehnungscoefficient 
des Gases sei cc. Alsdann schliessen wir, dass der Compres- 
sion cc eine Entwickelung von c — c Wärmeeinheiten entspricht. 
Diese Wärme erhöht die Temperatur des Gases, wenn sie 
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rascher mitgetheilt wird, als der Druck nachgeben kann, nm 

^ ^ ^ / c \ 

— 7- Grade und vermehrt somit den Druck um a\— — 1 )P. 
c \c/ 

Wenn folglich die Compression in sehr kurzer Zeit von statten 
geht, so entspricht der Aenderung a des Volumens dem Ma- 
riotte'schen Gesetze zufolge die Aenderung aP des Druckes, 
und überdies wegen der Wärmeentwickelung die Aenderung 

al—r— l) Pf im Ganzen also die Aenderung a —P. Mit Rück- 
sicht hierauf haben wir also zu setzen: 



q=hD^, Sl = j/hgj.j' 



Für atmosphärißche Luft ist nach directen Versuchen von Gay- 
Lussac und Welter: 

^=1,372. 

c ' 

Femer hat man für die Temperatur 0^ das Niveau des Mee- 
res und die geographische Breite von 45^: 

f= 10517; 

(Regnault, Determination du poids du litre d'air; Memoires de 
Tinstitut de. France, tome XXI), 

Setzt man endlich ^ = 980,88, so ergibt sich für die er- 
wähnte Temperatur und den Barometerstand A = 76*'"' mittelst 
der obigen Formel: 

Sl = 327,97 Meter, 
was von dem Ergebniss directer Versuche über die Schall- 
geschwindigkeit um weniger als anderthalb Procent abweicht. 
Es kann diese Abweichung nicht befremden, wenn man die 

beträchtlichen Unterschiede in den Werthen für — bedenkt, wie 

c 

sie von verschiedenen Forschern gefunden wurden. Nimmt 
man für ß den von Moll gefundenen Werth, für den wir als 
Mittel aus verschiedenen Berechnungen der Beobachtungsresul- 
tate 332,2 Meter nehmen können, so liefert obige Gleichung 

umgekehrt für — den Werth 1,41, was auch durch die Resul- 

täte der mechanischen Wärmetheorie bestätigt wird. 
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Die oscillatorische Bewegung eines Gases in einer tönen- 
den Pfeife muss nicht unerheblich von der regelmässigen Be- 
wegung abweichen , für welche die oben mitgetheilten Formeln 
gelten, selbst wenn der Stoff der Pfeife nur wenig biegsam 
ist und als starr betrachtet werden darf. Sowohl in der Ge- 
gend der Lippe, wie auch, wenn die Pfeife offen ist, in der 
Gegend des offenen Endes werden noth wendig merkliche Per- 
turbationen der regelmässigen Bewegung eintreten. Hiemach 
wird es folglich nicht gestattet sein , die Entfernung der Lippe 
von dem offenen Ende als die Länge der Luftsäule zu betrach- 
ten, die dem Tone der Pfeife entspricht. Nach den Versuchen 
von Wertheim (Memoire sur la vitesse du son dans les li- 
quides; Annales de Chimie et de Fhysique, 5"*^ serie, tome XXII) 
scheint es jedoch, als ob bei Pfeifen von demselben Durch- 
messer und für dieselbe Stärke de& Windes der Unterschied 
zwischen der theoretischen und empirischen Länge merklich 
constant ist. Bezeichnen wir nämlich die Länge einer offenen 
Pfeife, d. i. die Entfernung der Lippe von dem offenen Ende, 
durch L, die Geschwindigkeit des Schalles wie vorher durch 
£1 und die Anzahl der Schwingungen, welche dem Grundtone 
entspricht, durch n, so hat man, unter ^L die Correction ver- 
standen, die an der empirischen Länge anzubringen ist, um 
die theoretische Länge zu erhalten: 

£i = 2n{L + JL). 
Nun bestimmte Wertheim, um eine seiner Versuchsreihen 
hervorzuheben, die derselben Windstärke entsprechenden Grund- 
töne bei einer Pfeife aus Metall, deren ursprüngliche Länge 
mittelst zweier Ansätze verdoppelt und verdreifacht werden 
konnte. Die Schwingungszahlen wurden mittelst eines Sono- 
meters bestimmt, dessen Grundton bekannt war. Die Tem- 
peratur betrug 8^ C. Es ergaben sich folgende Resultate: 



i. 


2n, 


L. 


2w, 


L, 


2n3 


33,25 


847,7 


66,60 


459,6 


100,05 


315,3 



Wenn man unter Zugrundelegung obiger Werthe aus der Re- 
lation : 



Bewegunj^cn in homogenen, isotropen Körpern. 95 

die drei Werthe von JL berechnet, die sich durch Combina- 
tion je zweier der Versuche bestimmen, so findet man: 

6,24, 6,31, 6,42. 
Corrigirt man jetzt mit dem Mittel dieser Werthe die Längen 
der Pfeifen und bestimmt die entsprechenden Werthe der Ge- 
schwindigkeit Ä, so findet man bezüglich in Metern: 

335,43, 335,14, 335,39. 
Da aber femer zwischen den Geschwindigkeiten SIq und Slg bei 
0° und t^, wie aus dem Obigen folgt, die Relation 

Sl ^^ 

^ j/ 1 + 0,003665 ^ 

besteht, so berechnet sich aus dem Mittel der für 8® gefun- 
denen Werthe von Ä der Werth dieser Grösse für 0® und den- 
selben •Barometerstand, wie er bei dem Versuche stattfand, zu 

330,51 Meter. 
Wir theilen hier auch noch einige der Resultate mit, zu wel- * 
chen Du long (Becherches sur la chaleur specifique des fluides 
elastiques; Annales de Chimie et de Physiqtie, tome XLI) bei 
seinen Versuchen, die Schallgeschwindigkeit in verschiedenen 
Oasen mit Hülfe von Pfeifen zu bestimmen, gelangt ist. Der- 
selbe ermittelte den Grundton einer und derselben offenen 
Pfeife, während sie der Reihe nach mittelst verschiedener Gase 
^nd bei gleichem Drucke angeblasen wurde. Aus den Schwin- 
gUDgszahlen der so beobachteten Töne konnte alsdann mit Be- 
rücksichtigimg der Temperatur auf das Verhältniss der Schall- 
geschwindigkeit geschlossen werden , da durch directe Versuche 
nachgewiesen war, dass die Knotenfläche bei den verschiede- 
nen Gasen an derselben Stelle des Pfeifenrohres auftrat. Die 
zweite Columne der folgenden Tafel enthält die Schallgeschwin- 
digkeit Sl in einigen Gasen für die Temperatur von 0® und 
in Metern ausgedrückt, wie sie sich aus den Beobachtungen 
Dulong's berechnet, wenn die Geschwindigkeit in der Luft 
bei 0® und 76*" Druck zu 333 Meter und für den Ausdehnungs- 
coefficienten zum Behufe der Reduction der Temperaturen der 
der atmosphärischen Luft angenommen wird, was ohne merk- 
liehen Fehler gestattet ist. Die Tabelle enthält ferner noch 
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die Dichtigkeiten d der untersuchten Gase, die der atmosphä- 
rischen Luft gleich Eins gesetzt, nach Regnault (Becherches 
swr les chaleurs specifiques des fluides elastiques; Compt rend., 
tome XXXVI), Endlich sind die Werthe des Verhältnisses 
c:c der beiden specifischen Wärmen aufgeführt, wie sie sich 
mittelst der theoretischen Formel aus den beobachteten Schall- 
geschwindigkeiten berechnen. 



Gas: 


Sl 


8 


c:c' 


Atmosphärische Luft 

Sauerstoff 

Wasserstoff. . . ; . 
Kohlenoxyd .... 


333,00 

316,54 

1263,36 

338,23 


1,0000 
1,1056 
0,0692 
0,9674 


1,414 
1,413 
1,409 
1,412 



Die Formel für die Schallgeschwindigkeit in einer un- 
begrenzten flüssigen Masse lässt sich auch für eine tropfbare 
Flüssigkeit, das Wasser, verificiren. Wir besitzen nämlich 
eine Bestimmung der Schallgeschwindigkeit in diesem Körper 
durch Versuche, welche Co Iladon und Sturm am Genfer 
See anstellten. Dieselben bestimmten die gedachte Geschwin- 
digkeit für die Temperatur 9^ zu 1435 Metern. Andererseits 
fand Grassi (Note sur la comxwessibilite des liquides; Compt 
rend,, tome XXVII) für die Corapressibilität des Wassers bei 
QO und 10?8 bezüglich die Werthe 0,0000506 und 0,0000487, 
wenn der Druck einer Atmosphäre gleichkommt. Für 9® ist 
somit die Compressibilität gleich 0,000049 und folglich 



^ 



=/ 



980,88.76.13,593 
49 



1000 



cm 



1438 Meter. 



Die Bestimmung der Schallgeschwindigkeit in tropfbaren 
Flüssigkeiten mittelst Pfeifen , die in der betreflfenden Flüssig- 
keit in ähnlicher Weise, wie die gewöhnlichen Pfeifen in der 
Luft, zum Tönen gebracht werden, hat zuerst Wertheini 
versucht; die Ergebnisse der Versuche hat derselbe in dem 
zuletzt citirten Memoire veröffentlicht. Eine Zusammenstellung 
seiner Resultate ist in der folgenden Tabelle enthalten; es be- 
deutet wie früher L die Länge der offenen Pfeifen, n die 
Schwingungszahl des Grundtones, so dass die Grösse 2nL : 1^^ 
die Sehallgeschwindigkeit in Metern darstellen würde, wenn 
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die Verhältnisse bei den tropfbaren Flüssigkeiten dieselben 
wären, wie bei den gasformigen. 



Flüssigkeit: 



Tempe- 
ratur: 



Dichte: 



2nL: 100 



Seinewasser 



j> 



»> 



>» 



»j 



Künstliches Meerwasser 

Lösung von Chlornatrium .... 
schwefelsaurem Natron 
kohlensaurem Natron . 
salpetersaurem Natron 
„ „ Chlorcalcium 

Gewöhnlicher Alkohol von 36° . . 

Absoluter Alkohol 

Terpentinöl 

Schwefeläther , . . . 



?> 



j> 



?> 



» 



»» 



>j 



15?0 
30,0 
40,0 
50,0 
00,0 
20,0 
18,0 
20,0 

00 o 

20,9 
22,5 
20,0 
23,0 
24,0 
0,0 



0,9996 
0,9963 
0,9931 
0,9893 
0,9841 
1,0264 
1,1920 
1,1089 
1,1828 
1,2066 
1,4322 
0,8362 
0,790)0 
0,8622 
0,7529 



1173,4 
1250,9 
1324,8 
1349,0 
1408,2 
1187,0 
1275,0 
1245,0 
1301,8 
1363,5 
1616,3 
1049,9 
947,0 
989,8 
946,3 



Wie wir aus der obigen Tabelle ersehen, bleibt der Aus- 
druck 2nL: 100 beim Wasser um Erhebliches hinter dem di- 
rect beobachteten Werthe der Schallgeschwindigkeit in dieser 
Flüssigkeit zurück. Wertheim glaubt, es sei diese Differenz 
durch die Annahme zu heben , dass bei den Flüssigkeiten eben 
sowohl, wie bei den festen Körpern , zwischen den Grössen ^ 
und £1' unterschieden werden müsse. Um die Schallgeschwin- 
digkeit Sl der Flüssigkeiten für eine unbegrenzte Masse zu 
erhalten, müssen die aus d^n Versuchen mit Pfeifen abgeleite- 
ten Werthe von Sl' mit der Grösse 



/■ 



(A + ^)(A + 2ft) 



multiplicirt werden, für welche letztere derselbe Forscher in 
Uebereinstimmung mit seiner Annahme A = 2ft den Werth 
j/| setzt. 

2. Transversalschwingungen eines prismatischen Stabes. 

Die Elasticitätskraf t , welche durch Biegung eines an einem 
Ende eingeklemmten Stabes mit centrischem Querschnitte avf 

Beer, PJasliclInt and Capillarilät. I. 7 
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einem Schnitte entwickelt wird, der zur gebogenen Axe des 
Stabes ; der elastischen Curve, senkrecht geführt ist, besteht, 
wenn die Längsflächeh keinen Druck erleiden , aus einer Kraft 
jT, die im Mittelpunkte des Schnittes angreift und in der Bie- 
gungsebene liegt, und einem Gegenpaare (r, das in die Bie- 
gungsebene fällt. Das Moment dieses Gegenpaares beträgt bei 
dem paralielepipedischen und cylindrischen Stabe bezüglich 
nach II. 4: 






wenn, wie früher, R den Krümmungshalbmesser der elastischen 
Curve an der betrachteten Stelle, r den Halbmesser des cy- 
lindrischen Stabes, b und c resp. die zur Biegungsebene pa- 
rallele und die zur Biegungsebene senkrechte Kante des pa- 
ralielepipedischen Stabes bedeuten. Die Länge des Stabes 
werde durch l bezeichnet. Die Coordinatenaxen sollen die- 
selben bleiben, wie oben (II, 4). 

Es mögen unter den Kräften, die auf den gebogenen Stab 
einwirken, keine vorhanden sein, die die Seitenflächen an- 
greifen. Es werde femer der Querschnitt durch co, die Com- 
ponenten der Kraft T durch oX, cjY, die Componenten der 
Kraft, die auf die einzelnen Theilchen einwirkt, solche auf 
die Masseneinheit bezogen, durch X,-, Y,- bezeichnet. Durch 
zwei zur gebogenen Mittelebene senkrechte unendlich nahe 
Querschnitte, die den Bogen s und s + ds entsprechen, wird 
ein Element des Prismas bestimmt, an dem folgende Kräfte 
thätig sind. An der einen Endfläche wirkt das Gegenpaar Gsj 
in der Mitte derselben wirkt die Kraft mit den Componenten 
(oXs, G>Ys> An der zweiten Endfläche wirkt das Gegenpaar 
— Gs + dsf nnd im Mittelpunkte derselben wirken die Compo- 
nenten — cDXs^ds) — G}Ys-{,ds' In dem Schwerpunkte des 
körperlichen Elementes endlich lassen sich die an den einzelnen 
Theilchen wirkenden Kräfte vereinigen und diese liefern die 
Componenten QcaXids, QoYids. Da nun das Element im 
Gleichgewichte sein muss, wenn man es frei macht, zugleich 
aber den Zusammenhang mit den übrigen Theilen des Prismas 
durch die erwähnten EJasticitätskräfte ersetzt, so hat man: 
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eis (IH ^ 

Für die beiden ersten Gleichungen kann man, wenn, wie untor- 
stcllt werden boU, an dem zweiten Endo dea Stabes keine 
Zug- oder Druckkraft wirkt, setzen: 

8 8 

und mit Rücksicht auf die beiden ersten Gloicliungon kann 
man für dio dritte üleichung schreiben: 

(ICf 



äs \ US äs/ 



Wir beschränken uns hier auf den Fall, wo dio Trans versa!- 
Schwingungen des Stabt^s sehr kleine Amplituden haben und 
an dem Stabe keine äuKBcren Kräfte wirken. Die verlorenen 
Kräfte sind dann: 

wenn tj den dem Punkte nut der AbsciHse x entsprechenden 
Ausschlag der Axe des Stabes bedeutet. Ks ist also den oben 
^'^'fundenen Gleichungen zufolge, da man noch den Bogen s 
durch dio Absclsse x ersetzen kann: 

Die zwei ersten Glcichungon bestimmen die Elasticitätskraft, 
die letztere liefert die Rewegungsgleichung. Durch Differen- 
tiation dieser Gleichungen findet man, wenn für G sein Werth 

f^ingesetzt und zugleich das Quadrat von -. \ vernachlässigt wird, 

Ms BewegungHgleichung folgende: 

(l^Yi . il' Y] 
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* . . . qh^ 

wo für m bei dem parallelepipedischen Stabe ^ und bei einem 

1 m 

2 



cylindrischen Stabe ^ zu setzen ist. 



m 



Nehmen wir, um bloss die einfache Bewegung des Stabes 
zu finden: 

so erliält man zur Bestimmung von t): 

Die Integration dieser linearen Differentialgleichung vierter 
Ordnung liefert: 

^ = C^e*t*+ (72^*«^+ ^6*'*+ C^ef"^', 

wo Äi, \ u. s. w. die verschiedenen Werthe von X/ ("a") "^ 

sind. Bezeichnen wir den absoluten Werth dieser Wurzel- 
grösse durch Tcj so können wir setzen: 

^ = ^e^*+ Ä er^'''+ Bsinkx + Ji' coskx. 

Die Verhältnisse der vier Integra tions-Cons tauten bestimmen 
sich durch die Bedingung, dass für x = sowohl X), wie auch 

-=^ verschwindet, und ferner dass für x = l das Gegenpaar G 

dC 
und Y oder -^ zu jeder Zeit verschwindet, wonach für jene 

d 71 d 71 

Abscisse -^-4 und -r4 verschwinden müssen. Den beiden er- 
dx^ dxr 

sten Bedingungen wird genügt, wenn man setzt: 

t} = Ä (6^* — sin kx — cos kx) + -4' (c~ ^"^ + ^i'^ ^^ — cos kx), 

und damit die beiden letzten Bedingungen erfüllt werden, muss 

sein: 

Ä _ e- ^^ — sin kl + coskl e^^^+sinkl + coskl 

Ä ~ e^'+ ^i^ kl + cos kl ~ e*'— sin kl + cos kl 

Hieraus findet man die Abhängigkeit zwischen der Oscillations- 

dauer und den Constanten des Prismas durch folgende Gleichung 

näher bestimmt: 

2 + cos(p(e'^ + e-'P) = 0, 

in welcher zu setzen ist: 
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Für die Werthe von 9?, welche der vorstehenden transcenden- 
ten Bedingungsgleichung genügen ; findet man die Zahlen: 

1 + 0,30431, ~!^- 0,01830 u. s. w. 

Mit Ausnahme des ersten kommen dieselben den ungeraden 

Vielfachen von — sehr nahe. Für die erste, dem Grund tone 

des Prismas entsprechende Oscillationsdauer hat man hiemach : 

i7t (1,8751)* ,/m 

Durch Substitution des Werthes von m ergibt sich hieraus, 

wenn statt q wieder gesetzt wird —, unter d das specifische 

Gewicht verstanden, für die Schwingungszahl des Grundtones 
bei einem Prisma mit rechteckigem Querschnitte: 

n = 0,l615|i^f, 

und bei einem cylindrischen Stabe: 

n = 0,2798^/f. 

Durch Vergleichung der letzten Formel mit der für Longitu- 
dinal- Schwingungen findet man, wenn w^, ni die Schwingungs- 
zahlen des Grundtones bei Quer- und Längsschwingungen des- 
selben cylindrischen Stabes vom Radius r und der Länge l 
sind: 

ni 

Von den Versuchen, welche die im Obigen gewonnenen Resul- 
tate bestätigen, erwähnen wir die von Wertheim. Derselbe 
fand für den Coefficienten der zuletzt aufgeführten Formel beim 
Gussstahl 1,12368 und beim Messing 1,11948. Er bestimmte 
ferner mittelst der für den cylindrischen Stab aufgeführten 
Formel den Werth von q unter Anderem für die bereits früher 
aufgeführten Metalle. Aus jener Formel folgt nämlich; 

^■" (0,2798)^2 (/' 



^- 1,1192 1. 
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Ein Theil der Ergebnisse seiner hierauf bezüglichen Versuche 
ist in der folgenden Tabelle zusammengestellt; die Einheit ist 
wieder eine Million Gramme. 



HetaU: 


Dichte: 


ElasticitätB- 
coefflcient: 


MetaU: 


Dichte: 


Elasticitilts- 
coefflcient: 


Blei . . . 


11,232 


185 


Kupfer . 


8,936 


1183 


Gold . . 


18,035 


599 


Platin. . 


21,083 


1536 


Silber . . 


10,304 


753 


Eisen . . 


7,757 


1941 


Zink. . . 


7,146 


942 


Gussstahl 


7,719 


1881 


Palladium 


11,225 

1 


1128 


r^ •% • 


■WT 


..1 



Wir lassen auch noch das Schema eines Versuches über 
Querschwingungen folgen. Die Länge des in Querschwingun- 
gen versetzten, an dem einen Ende eingeklemmten Stahlstabes 
betrug 50 Centimeter, sein Eadius 1,507 Millimeter, seine Dichte 
7,7188. Die Schwingungszahl des Stabes wurde mit Hülfe 
einer rotirenden Scheibe bestimmt, die mit Lampenruss über- 
zogen war, auf der eine am freien Ende des Stabes angebrachte 
leichte Spitze, während die Scheibe rotirte und das Ende des 
Stabes in der Richtung nach dem Mittelpunkte hin sich be- 
wegte, eine aus- und eingebogene Linie um das Centrum herum- 
zeichnete. Eine eben solche Linie wurde gleichzeitig von öiner 
ebenfalls mit einer leichten Spitze versehenen Stimmgabel ge- 
zeichnet, deren Schwingungszahl mittelst einer Sirene bestimmt 
wurde. Indem die Anzahl der in gleichen Zeiten von dem 
Stabe und der Stimmgabel gemachten Ein- und Ausbuchtun- 
gen verglichen wuiden, ergab sich die Schwingungszahl des 
ersteren gleich 8,2457. Hiernach ist zu setzen: Z=50, r=0,1507, 
d=: 7,7188, w= 8,2457, woraus sich der Elasticitätscoefficient 
zu 1881 berechnet. 

Es mögen jetzt noch die Werthe für die Geschwindigkeiten 
der Longitudinal - Schwingungen oder der Schallgeschwindig- 
keiten in dünnen prismatischen Stäben zusammengestellt wer- 
den, wie sie sich mittelst der Formel: 



ß' 



/■ 



d 



aus den drei Reihen der mitgeth eilten, von Wertheim be- 
stimmten Elasticitätscoeffieienten berechnen. Die Einheit ist 
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die Geschwindigkeit des Schalles in freier Luft, welche nach 
den Versuchen von Moll zu 332;244 Metern angenommen ist. 



— 


/f 




/f 


KetaU: 


berechnet aus den 

^^' Long!- TmiiB- 
BBBgs- tMdlnal- fereal- 

Ter- 
sachen. Schwingmiyen. 


KetaU: 


berechnet aus den 

^^^ Lonyl- Traas- 
aaags- tadinal- rersal- 

Ter- 
sachea. SfhwingTiBgeii. 


Blei . . . 


3,697 


4,1*20 


3,841 


Kupfer . 


10,703 


11,167 


10,847 


Gold . . 


5,245 


5,603 


5,432 


Platin. . 


8,087 


8,111 


8,045 


Silber . , 


7,847 


7,903 


8,060 


Eisen . . 


15,433 


15,108 


14,913 


Zink • . 


10,591 


10,774 


10,823 


Gussstahl 


15,006 


14,961 


14,716 


PaUadiom 


8,803 


— 


9,450 











3. TorsionsschwingTmgen eines prismatischen Stabes. 

Wenn es gestattet ist, die Gesetze oscillatorischer Tor- 
sionsschwingungen, welche wir im Obigen kennen gelernt ha- 
ben, auf die Torsionsschwingungen eines cylindrischen Stabes 
zu übertragen, der an einem Ende eingeklemmt ist, so hat 
man, wenn die ß-Ane in die Axe des Stabes und der Coordi- 
oatenanfangspunkt in die befestigte Endfläche gelegt wird: 

w . 23r . 23r. . 2ar . 2^. , ^ 

5 = — cysin —^zsin-^t. ri = ex sin —^ ^ sin -^ t , g = 0- 

•^ GtO ' öd 

Ist das zweite Ende des Stabes frei, so tritt an demselben ein 
Bauch auf, und somit hat man, wenn l die Länge des Sta- 
bes ist: 

2i+l 
Es ergibt sich hieraus für die der grössten Oscillationsdauer 
entsprechende Schwingungszahl, also die Schvdngungszahl des 
Grund tones : 



w = 



oder: 



AV 



n 






Da man ferner für den Elasticitätscoefficienten g bei einer Di- 
latation ohne Seitendruck zu setzen hat: 



n 



104 Exi>erimentelle Prüfung der Theorie der oscillatorischen 

2— j— > 

1 + - 

80 erhalten wir, wenn wir die Annahme A = ja. machen: 

Nehmen wir dagegen nach Wertheim A = 2ft, ßo kommt: 

Bezeichnen wir also die Schwingungszahl des Grundtones bei 
Longitudinal- Schwingungen durch W/, bei Torsionsschwingun- 
gen durch w^, so hat man für den an dem einen Ende be- 
festigten und am anderen Ende freien cylindrischen Stab je 
nach der einen oder anderen Annahme über das Verhältniss 
zwischen k und ft: 

^ =/f= 1,5811 oder— = /! = 1,6330. 

Dasselbe Verhältniss bestimmte aus der Beobachtung Chladni 
zu 1,5 {Poisson, Traue de mecan.), Savart zu 1,6668 (De 
Saint-Venant, Extrait d'un memoire sur les vibrations tour- 
nantes des verges elastiques; C^mpt rend,, tome XXVIII), Wert- 
heim zu 1,6309 {Note sur la torsion des verges homogenes; 
Annales de Chimie et de Physiqiie, 3"*^ Serie, tome XXV). 

Bei den Torsionsschwingungen prismatischer Stäbe treten 
neben den rotatorischen Verschiebungen um eine Axe noth- 
wendig auch noch andere auf, deren analytische Bestimmung 
im Allgemeinen mit grossen Schwierigkeiten verknüpft sein 
wird. Wenn von diesen Verschiebungen nun auch annähernd 
bei einem Kreiscylinder abgesehen werden kann, so ist dies 
doch bei einem Stabe mit einem nicht kreisförmigen, aber cen- 
trischen Querschnitte nicht mehr zulässig. Um die wichtigsten 
Daten für diesen Fall wenigstens annähernd zu erhalten, ver- 
fahren wir in ähnlicher Weise, wie in den schon abgehandel- 
ten Fällen. Es werde für einen Querschnitt mit der Coordi- 
nate z der Winkel, welchen der auf der jef-Axe des Prismas 
senkrechte Radiusvector eines Theilchens mit der ursprüng- 
lichen Lage des Strahles bildet, durch fiß^t) bezeichnet; als- 
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dann ist -^ die Grösse der Torsion (d. i. der auf die Längen- 
einheit bezogene Torsionswinkel) in dem fraglichen Querschnitte. 
Für das Moment der auf dem Querschnitte entwickelten Elasti- 

citätskraf t hat man dann G -/^ , wenn G das der Torsion Eins 

dz 

entsprechende Moment für den Fall ist, wo keine Kräfte auf 
die Seiten des Prismas wirken. 

Legen wir einen zweiten Querschnitt mit der Coordinate 
z-\-dz durch das Prisma , so hat man als Torsionsmoment für 
diesen: 

Andererseits setzen sich die verlorenen Kräfte der durch die 
beiden 'Querschnitte bestimmten Scheibe zu dem Gegenpaare: 






dz 



zusammen, wenn da das Element eines Querschnittes bedeutet. 
Ersetzen wir nun die Wirkung der an der Scheibe anliegenden 
Theile des Prismas durch die Kräftepaare: 

\dz dz^ / dz^ 

so halten sich sämmtliche Kräfte an der jetzt freien Scheibe 
das Gleichgewicht, so dass man, unter J das Trägheitsmoment 
des Querschnittes verstanden, hat: 

^d7=^'^df^' 

Hieraus folgt bei zweckmässiger Wahl des Anfangspunktes und 
der Zeit für den Fall der einfachen Bewegung: 

r = € sm — -^ z Siu-^t, 
od 

wo zu setzen ist: 



■•=/Ä 



qJ 

Der Ausschlag eines Theilchens, dessen Entfernung von der 

£?-Axe gleich r ist, stellt sich dar durch rf, imd somit er- 
geben sich folgende Gleichungen für die in Rede stehende Be- 
wegung: 



/ 
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I = — cv sm -7T> ^ stn -^r t, 

71 = ex stn — ,-^ 2 stn -^ t, 
§ = 0. 

Wenden wir diese Formeln auf einen an einem Ende ein- 
geklemmton Stab mit quadratischem Querschnitte an, der durch 
tangentiale, am zweiten freien Ende wirkende Kräfte in Tor- 
sionsschwingungen versetzt wird. Die früheren Gleichungen 
stellen die Bewegung des Stabes dar, wofeni der Coordinaten- 
Anfangspunkt in der Mitte der eingeklemmten Endfläche liegt, 
und, da am freien Ende ein Bauch auftritt, gesetzt wird: 

CO = — : , 

unter l die Länge des Stabes verstanden. Für die Schwingungs- 
zahl n des Grundtones hat man also: 



n 



-i,/; 



Es ist aber dem Früheren zufolge, wenn die Seite des Quer- 
schnittes a ist: 



a* 



(? = 0,1405 aV; *^= ß-' 

Für das Verhältniss der Schwingungszahlen ni und W/ bei dem 
Grund ton der Longitudinal- und Torsionsschwingungen eines 
an einem Ende eingeklemmten quadratischen Stabes ergibt sich 
aus Obigem bei der Annahme A = ft oder g; = |ft: 

^ = 1,7221. 

Bei der Annahme A = 2ft oder 2 = ff* ergäbe sich: 

^-1,7785. 
ng 

Aus den Beobachtungen fand Wertheim für das letzte Ver- 
hältniss beim Eisen die Zahl 1,6919, bei gewöhnlichem Glas 
1,6863, bei Krystallglas 1,6846 {De Saint-Venant, Extrait 
d'un memoire sur les vibrations tournantes des verges elastiques: 
Compt rend,, tome XX VIII). 



ZWEITEK THEIL. 



THEORIE DER CAPILMßlTÄT. 



I. 

Einleitende Bemerkungen. Bedingung für das Gleich- 
gewicht eines Systemes, welches ans einem festen 
nnd einem tropfbar flüssigen Körper besteht. 



Die Ausdrücke, welche ira ersten Theile für die Elasti* 
citätskraft gefunden wurden, die bei der Deformation eines 
festen Körpers entwickelt wird, müssen, in ihrer allgemeinsten 
Form genommen, auch für eine tropfbar flüssige Masse gelten, 
die unter der Einwirkung eines Kräftesystomes sich im Gleich- 
gewichte befindet, wofern über die Constitution der flüssigen 
Körper solche Unterstellungen gemacht worden, die als beson* 
derer Fall der auf feste Körper bezüglichen Hypothesen be- 
trachtet werden dürfen. Insbesondere muss es also gestattet 
sein, die Flüssigkeit als bis zur Oberfläche homogen zu be- 
trachten und von den Vorgängen abzusehen, welche in Folge 
der Molecularkräfte eintreten , die bei der Berührung der Flüs- 
sigkeit mit den sie umgebenden Körpern auftreten. Da ferner 
das Wesen des flüssigen Zustandes auf der leichten Verschieb- 
barkeit der Theilchen beruht, so wird, wenn diese eine voll- 
kommene ist, die in den Ausdrücken der Elasticitätskraft auf- 
tretende Constante f( gleich Null zu setzen sein, da nur unter 
dieser Annahme die Tangentialkräfte T verschwinden, die bei 
absoluter Verschiebbarkeit nicht auftreten können. Dies unter- 
stellt, erhalten wir unter Beibehaltung der früheren Bezeich- 
nungen, und indem wir noch setzen: 
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folgende Gleichgewichtsgleichungen und Ausdrücke für die Ela- 
sticitätskräfte: 

Diese Gleichungen sind als Repräsentanten der hydrostatischen 
Phänomene zu betrachten. Die Grösse |), welche in denselben 
auftritt; ist der sogenannte hydrostatische Druck, d. h. die 
auf die Flächeneinheit bezogene Zug- oder Druckkraft , durch 
welche die Wirkung der Flüssigkeit auf ein cubisches Element 
derselben ersetzt werden kann. Die von der Natur der Flüs- 
sigkeit abhängige Constante X kommt dem Quotienten aus der 
cubischen Compression in den Druck bei einer allseitig gleich 
stark gedrückten, sonst aber freien Flüssigkeit gleich. 

Bekanntlich treten bei den Flüssigkeiten gewisse Ab- 
weichungen von den durch die vorhergehenden Gleichungen 
formulirten Gesetzen ein, die man unter dem Namen der Ca- 
pillaritätsphänomene zusammenfasst. Es haben dieselben ihren 
Grund.,in der Wirkung der Molecularkräfte, die zwischen den 
Theilchen der Flüssigkeit, sowie zwischen den festen und 
flüssigen Körpern thätig sind. Um einen Uebergang zu den 
Variationsformeln zu finden, durch welche die Capillaritäts- 
phänomene dargestellt werden , wollen wir ein System betrach- 
ten, das aus einer Flüssigkeit und einem starren Körper be- 
steht, und auf dasselbe das Princip der virtuellen Geschwin- 
digkeiten in Anwendung bringen. Es mögen auf die cubischen 
Elemente der Flüssigkeit, deren Dichte q sei, Kräfte wirken, 
die, auf die Masseneinheit bezogen, durch P,- dargestellt seien; 
auf die freie Oberfläche der Flüssigkeit werde ferner ein 
Druck ausgeübt, der, auf die Flächeneinheit bezogen, durch 
Pq dargestellt werde. Die analogen Grössen für den starren 
Körper seien q\ P/, Pq, 0\ Ausser jenen Kräften kommen 
aber noch in Betracht die Molecularkräfte, Man bemerke nun, 
dass die Arbeit, welche von der zwischen den Theilchen fi^ , ft^ 
thätigen Molecularkraft iiiiizfir) geleistet wird, wenn das Sy- 
stem, zu dem die Theilchen gehören, eine mit seiner Natur 
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vertrSgliche Verschiebung erleidet, wodurch die Entfernung 
der Theilchen von r^ bis r wächst, den Wcrth: 

hat. Für jede unendlich kleine Aenderung unseres Systemes 
hat man hiernach, wenn ein Theilchen der Flüssigkeit durch 
m, ein Theilchen des festen Körpers durch m bezeichnet wird, 
und wenn ferner F sich auf die wechselseitige Wirkung der 
Theilchen m, ^ auf die Wirkung zwischen einem Theilchen 
m und einem Theilchen m bezieht, folgende Gleichung, in. 
welcher die übrigen Bezeichnungen leicht zu verstehen sind: 

fpiSpiQdic+fpi'Sp{QdJc'+fp,dp,do+fp,'dp;dO' 

Aus der letzten Gleichung lässt sich unter der Annahme, dass 
die Flüssigkeiten homogene und incompressible Ausfüllungen 
des Raumes sind, eine Variationsformel herleiten, welche die 
Erscheinungen der Capillarität und die gewöhnlichen hydro- 
statischen Erscheinungen durchaus befriedigend darstellt. Ge- 
gen jene Annahme lässt sich nun zwar Manche^ erinnern; 
gleichwohl wollen wir uns derselben bedienen, da wir nur auf 
die «Form der resultirenden Gleichung Gewicht legen, sowie 
wir auch im ersten Theile in der Theorie der Elasticität bei 
der Ableitung der Elasticitätsgleichungen die Vorstellung zu 
Hülfe nahmen, dass die festen Körper stetige Ausfüllungen 
des Eaumes seien. 

Denken wir uns nun, um die in der letzten Gleichung 
auftretenden Summen umzugestalten, dass die Oberfläche der 
Flüssigkeit mit einer Schicht von derselben Flüssigkeit be- 
deckt sei, deren Dicke dem Actionsradius der Jlolecularkräfte 
zwischen den Theilchen der Flüssigkeit gleichkommt. Bezeich- 
nen wir femer die Summe 

SmF{r), 
welche sich über alle Theilchen einer Kugel erstreckt, die um 
ein Theilchen der Flüssigkeit gelegt ist und deren Radius der 
Actionsradius ist, mit Je, so hat man: 
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Sm^m^ F(r) = ^ Smh — lS^mF(r), 
wenn sich die erste Summe über alle Theilchen der ursprüng- 
lichen flüssigen Masse erstreckt, und wenn die zweite Summe 
sich auf je zwei Theilchen /i, m bezieht, von denen jenes in 
der fingirten oberflächlichen Schicht liegt, dies aber der ur- 
sprünglichen flüssigen Masse angehört und innerhalb der Ac- 
tionssphäre für /i liegt. Das erste Glied des obigen Aus- 
druckes ist dem Volumen der Flüssigkeit proportional, übri- 
gens aber nur von der Natur der Flüssigkeit abhängig. Und 
für das zweite Glied kann man in Kücksicht, dass der Ac- 
tionsradius gegen die übrigen Dimensionen verschwindet, oflFen- 
bar setzen pS, wenn S die Oberfläche der Flüssigkeit und p 
eine von der Natur der Flüssigkeit abhängige Constante ist. 
Man hat also: 

Sm^ mg F(r) - Sm^ m^ F(r^;) = ^pSS. 
Was die Summe Sm^m^ 0(f) betrifft, so ist sie wegen der 
Kleinheit des Actionsradius mit der Fläche proportional, auf 
welcher der feste Körper von der Flüssigkeit berührt wird, 
und übrigens nur von der Wechselwirkung der beiden Körper 
abhängig. Ist daher q eine durch letztere bedingte Constante 
und £1 der ^Inhalt der gedachten Fläche, so hat man: 

Für die Arbeit der Molecularkräfte erhalten wir dem Gesagten 
zufolge, da die freie Oberfläche der Flüssigkeit mit bezeich- 
net wurde, wenn ausserdem p = o, p — q=^G) gesetzt wird: 

— oäO — codSl. 

Wir wollen sogleich hier schon bemerken, dass die Arbeit 
der Druckkräfte verschwindet, so oft die beiden Körper einem 
allenthalben gleichgrossen Drucke ausgesetzt sind, ein Fall, 
auf den wir uns in der Folge beschränken. Es sei nämlich 
für irgend eine Variation ön, Sn die Entfernung der neuen 
Oberfläche von der ursprünglichen Oberfläche des einen und 
anderen Körpers, solche Entfernungen in der Richtung der 
von innen nach aussen gerichteten Normalen gerechnet. Als- 
dann ist, wenn Pq ^^^ constante Druck ist: 

JP^8p^dO+JP^8p^dO'^P^\j8ndO+j8ndO'\. 
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Die beiden in der Klam^ner stehenden Integrale sind aber offen- 
bar nichts Anderes, als die Variationen der Volumina, und 
verschwinden also. 

Der in Wirklichkeit auftretende Druck rührt allermeist 
von der Atmosphäre oder einem anderen Gase her, in dem sich 
das System befindet. Nicht bloss von der Elasticität dieses 
Gases kann nach Obigem abgesehen werden, sondern auch 
von der Molecularwirkung, die dasselbe etwa ausüben könnte. 

Mit Rücksicht auf das Vorhergehende erhalten wir für ein 
System, das aus einem festen Körper und einer Flüssigkeit 
besteht und sich unter den gewöhnlichen Umständen befindet, 
folgende Variationsformel für den Zustand des Gleichgewichtes : 

fPiQÖpidk+fP/ Q dp! dJc-- oäO-G)dSl = 0. 

Stellt man den hier links stehenden Ausdruck als Variation 
einer und derselben Function hin, so ist letztere der Gleichung 
zufolge ein Maximum oder ein Minimum, und zwar, um der 
beiden Hauptfälle zu gedenken, ein allgemeines Maximum für 
den Fall des vollkommen stabilen, ein allgemeines Minimum 
für den Fall des vollkommen labilen Gleichgewichtes. 
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IL 

Erforschung specieller Fälle des Gleichgewichtes eines 
Systemes, das ans einem festen Körper nnd einer 

Flüssigkeit besteht. 



1. Allgemeine Betrachtimgen. 

Bei einem Systeme, welches aus einem festen Körper 
(dem Gefässe) und einer damit in Berührung stehenden Flüs- 
sigkeit besteht, kann von den an dem festen Körper wirken- 
den Kräften abgesehen werden, indem sich alle Beziehungen 
aus Variationen ableiten lassen, die bloss an der Flüssigkeit 
vorgenommen werden. Ferner kann auch, wie bereits be- 
merkt, von dem Drucke abgesehen werden, den ein elastisches 
Gas ausübt, sowie von den Molecularkräften, die zwischen 
den Theilchen des Gases und denen des flüssigen und des 
festen Körpers wirken. Hiernach erhalten wir für jede an der 
Flüssigkeit vorgenommene Variation, wofern Gleichgewicht be- 
steht, folgende Bedingungsgleichung: 

' QfPidpidk-odO-codSl = 0, 

worin q die Masse der Volumeneinheit bedeutet. Wir wollen 
unterstellen , dass die Flüssigkeit keiner anderen Kraft als nur 
der Schwere unterworfen sei. Dann hat man: 

Pidpi = — gdz] 
hier bedeutet ^9^ = 980,88 die Beschleunigung der Schwere, da- 
bei wie gewöhnlich das Centimeter als Längeneinheit genom- 
men; als Einheit der Kraft nehmen wir das Gewicht eines 
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Gramm und stellen demgcmäss die Masse dar durch den Quo- 
tienten aus dem Gewichte und der Beschleunigung g der Schwere. 
Die Axe der z nehmen wir in der der Schwere entgegengesetz- 
ten Richtung. 

Hiernach hat man: 

o80 + oSSl+gQ8jzdh^O. 
Für QQ ist hierbei offenbar das specifische Gewicht s der Flüs- 
sigkeit zu setzen. 

Es werde nun erstlich die Flüssigkeit so deformirt, dass 
die Berührungsfläche Sl ungeändert bleibt, somit SSI ver- 
sehwindet und nur die freie Oberfläche durch eine neue er- 
setzt wird , die aber allenthalben der ursprünglichen sehr nahe 
liegt. Man denke sich in der ursprünglichen Oberfläche 
die beiden Systeme der Krümmungslinien ; sie zerfällt dadurch 
in rechteckige Flächenelemente, welche wir für dO nehmen. 
Denkt man sich dann durch alle Punkte der Krümmungs- 
linien die Normalen der Fläche, so bestimmen diese auch auf 
der benachbarten neuen Oberfläche zwei Schaaren von Curven, 
Wodurch auch letztere in rechteckige Elemente dO' getheilt 
^'Ird. Berücksichtigt man nun, dass die beiden Krümmungs- 
Jinien in jedem Punkte einer Fläche die beiden Hauptschnitte 
tangiren, upd dass die Normalen der Fläche, welche durch 
unendlich nahe Punkte einer Krümmungslinie gehen, sich im 
Krümmungsmittelpunkte des tangirenden Hauptschnittes schnei- 
den, so ist klar, dass, wenn Sn die Entfernung der beiden 
Oberflächen und H^ und H^ die Krümmungshalbmesser der 
beiden Hauptsohnitte in dem betrachteten Punkte sind, und 
wenn ds und d6 die beiden Seiten eines Elementes dO der 
ursprünglichen Oberfläche, ds und dö' die beiden Seiten des 
correspondirenden Elementes dO' dej neuen Oberfläche be- 
zeichnen, man zu setzen hat: 



■''•="'('+xO' "»■="»('+?? 



)• 



Also ist: 



woraus folgt: 

8* 



/(: 
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d (dO) =-- (W - (10 == (ji + ji).^^ (10. 

Weiter hat man zu setzen: 

dJzdh — ^zdndOy 
wonach also die Bedingungs^Ieichung für das Gleichgewicht 
in folgende übergeht: 

Da nun diese Gleichung bestehen muss, wie auch immer die 
Deformation beschaffen sein mag, so muss der in dem Inte- 
grale eingeklammerte Ausdruck für alle Elemente der Ober- 
fläche constant sein, denn nur alsdann verschwindet das In- 
tegral für jede zulässige Annahme über Sn, weil für letztere 
die Aenderung des Volumens, welche durch 

JSndO 
dargestellt wird, für sich verschwinden muss. Für die freie 
Obci-fläche der Flüssigkeit hat man also, unter c eine Con- 
stante verstanden: 

Wir variiren jetzt zweitens so, dass sich auch die Berührungs- 
fläche £1 ändert. Die Grenze zwischen den Theilen O und ß; 
welches eine auf dem festen Körper liegende Linie ist, heiese 
S und an ihre Stelle trete durch die Deformation die Linie S\ 
welche jener unendlich nahe liegt. Längs der Linie 8 mögen 
auf der ursprünglichen , freien Oberfläche Normalen errichtet 
werden. Diese schneiden in die neue freie Oberfläche 0' längs 
einer Curve ein, die 27 heissen möge. Die Variation von 
besteht dann offenbar aus dem im Allgemeinen theils positiv, 
theils negativ zu nehmenden Theile von 0', der zwischen den 
Curven S' und H liegt, und ferner aus dem Unterschiede zwi- 
schen dem durch 2J umgrenzten Theile von 0' und der ur- 
sprünglichen Oberfläche 0. Was nun erstlich letztere Differenz 
betrifft, so hat man für dieselbe den Ausdruck: 



/(: 



w+h)'-'''' 



wie aus dem Früheren leicht gefolgert werden kann. 
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Was ferner den ersterwähnten Thcil der Variation von 
betriflft, so sei dS ein Element des Umringes S, dv die Ent- 
fernung des letzteren von der neuen Grenzeurve S', diese Ent- 
fernung in der Richtung der von innen nach aussen gerichteten 
Normale von ^^ als positiv gerechnet. Alsdann ist dSdv der 
absolute Werth des Inhaltes eines Flächenelementes, das von 
dS, einem hiermit als parallel und gleich zu betrachtenden 
Elemente von S', und den beiden in den Endpunkten von dS 
und in der Oberfläche des festen Körpers errichteten Normalen 
begrenzt wird. Wenn nun senkrecht auf S in den Endpunkten 
von dS zwei Normalebenen gelegt werden, so schneiden diese 
aus dem zwischen U und S' gelegenen Theile von 0' ein Ele- 
ment heraus, das als Projection des Elementes dSdv auf 0' 
anzusehen ist. Der Inhalt jenes Elementes drückt sich aber 
aus durch den absoluten Werth von cosidvdS, wenn i der 
Winkel ist, welchen an der Stelle von dS die Normalen der 
Fläche und der Oberfläche des Körpers einsehliessen, beide 
Normalen in der Richtung von innen nach aussen gerechnet. 

Da nun, wenn dv positiv ist und i zwischen und — liegt, an 

der Stelle von dS die Oberfläche von zunimmt, so drückt 
sich nach Obigem der fragliche Theil der Variation von aus 
durch : 

fcosi Sv dS. 
Gleichzeitig ersehen wir noch, dass die Variation von Sl dar- 
gestellt wird durch: 

fdvdS. • 

Es erübrigt noch, die* Variation des Integrales Jisdk zu be- 
stimmen. Nun bemerke man aber, dass der Inhalt des ring- 
förmigen Raumes, der von der Oberfläche des Körpers, der 
Fläche 0' und dem Complexe der in S erinchteten Normalen 
von begrenzt wird, ein Unendlich- Kleines der zweiten Ord- 
J^ung ist. Hieraus folgt, dass für die Variation des gedachten 
Integrales zu setzen ist: 

C0 dn dO. 

Iiadem wir jetzt schliesslich die gefundenen Variationen in die 
Bedingungsgleichung für das Gleichgewicht einsetzen und die 
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unter 1) aufgeführte Relation und den Umstand , dass das Vo- 
lumen, constant bleibt^ berücksichtigen, finden wir: 

r{o cos i + o) dv dS = 0. 

Offenbar wird dieser Gleichung bei allen statthaften Deforma- 
tionen nur dann genügt, wenn man hat: 

II) ocosi + (o = 0. 

In Betreff der beiden Constanten o und co sind nun zwei Haupt- 
fälle zu unterscheiden. Wenn erstlich der absolute Werth von 
CO nicht grösser ist, als der von o, so gibt es einen reellen 
Werth für i, der der Gleichung II) genügt, und letztere lehrt, 
dass alsdann die freie Oberfläche der Flüssigkeit unter einem 
Constanten Winkel in die Oberfläche deß Körpers einschneidet. 
Dies steht mit der Beobachtung insofern in Einklang, als in 
der That jener sogenannte Randwinkel bei einer Flüssigkeit 
und einem festen Körper, der von jener nicht benetzt wird, 
unter regelmässigen Verhältnissen an der ganzen Grenze der 
von der Flüssigkeit berührten Fläche constant erscheint. Im 
Uebrigen aber ändert sich der Randwinkel nicht bloss mit der 
Flüssigkeit und dem festen Körper, sondern er zeigt sich bei 
derselben Flüssigkeit und demselben Körper von der augen- 
blicklichen, mannigfach wechselnden Beschaffenheit der Ober- 
fläche abhängig. So fand Quincke durch directe Messungen, 
dass das Supplement des Winkels i bei demselben Quecksilber 
und derselben Platte aus Glas oder Gyps zwischen 38^ und 
45® schwankte; vergl. über die Capillaritätsconstante des Queck- 
silbers, Poggendorffs Annalen Bd. CV. Der Randwinkel ver- 
schwindet und die Oberfläche der Flüssigkeit berührt die des 
festen Körpers, wenn die absoluten Werthe der beiden Con- 
stanten gleich werden. Ist gj = o, so findet offenbar keine 
Einwirkung auf die Flüssigkeit von Seiten des festen Körpers 
statt, und es ist die Berührung eine solche, dass sich der ausser- 
halb des festen Körpers und der Flüssigkeit befindliche Raum 
nach dem Berührungsrande hin zuschärft, da i = 180® wird. 
'Ist aber « = — 0, so wird i = und der von der Flüssigkeit 
erfüllte Raum schärft sich nach dem Berührungsrande hin zu» 
In diesem Falle verhalten sich die Sachen offenbar genau so, 
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wie wenn die ganze Oberfläclie des festen Körpers mit einer 
so dünnen Schicht der Flüssigkeit überzogen wäre, dass ihre 
Oberfläche mit der des Körpers vertauscht, werden könnte und 
die Einwirkung der äusseren Kräfte auf die Schicht durch 
Haften am Körper aufgehoben wäre. 

Wenn zweitens der absolute Werth der Constante cj den 
der Constante o übertrifft , so kann der Gleichung II) durch 
reelle Werthe von i nicht genügt werden und folglich ein Gleich- 
gewicht nicht stattfinden. Es wird dies ersichtlich eintreten, 
so oft die Wirkung des festen Körpers auf die ihm zunächst 
gelegenen Theilchen der Flüssigkeit das Uebergewicht über 
die Wirkung der Flüssigkeit auf dieselben Theilchen hat. Die 
Flüssigkeit wird sich alsdann über den festen Körper aus- 
breiten und man hat es mit einer Flüssigkeit zuthun, die den 
festen Körper behetzt. Ueberzieht man aber letzteren mit 
einer sehr dünnen Schicht der Flüssigkeit, so werden dadurch 
die Verhältnisse auf die des Falles zurückgeführt, wo der Rand- 
winkel verschwindet. 

Die Ausdehnung der vorhergehenden Betrachtungen auf 
em System, in welchem neben einer schweren Flüssigkeit mehr 
als ein fester Körper auftritt , bietet keine Schwierigkeiten dar. 
In der Variationsformel kommen dann zu dem Gliede odii 
noch andere Glieder derselben Art, die sich auf die Berüh- 
rungsflächen zwischen der Flüssigkeit und den betreffenden 
neuen Körpern beziehen. Die Gleichung I) bleibt ungeändert 
stehen, und neben die Gleichung II) treten weitere Gleichungen 
derselben Art, denen an den Berührungsstellen der Flüssig- 
keit und der starren Körper einzeln Genüge geschehen muss. 

In den Problemen , die wir zunächst im Folgenden behan- 
deln, ist z als Function einer einzigen Veränderlichen zu be- 
trachten. Die Gleichung I) ist hier eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit einer unabhängigen Veränderlichen, und 
ihre Integration liefert für z eine Function, in der neben c 
zwei willkürliche Constanten auftreten. In dem einzelnen Falle 
bestimmen sich die letzteren durch die Be^dingungen , denen 
an den Grenzen der Oberfläche genügt werden muss. Die 
Constante c hängt von der Wahl des Anfangspunktes der ß 
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ab und bestimmt sich, nachdem diese Wahl getroffen ist, durch 
das Volumen der Flüssigkeit. 

2. Gapillarerscileinusgen bei einer schweren Flüssigkeit mit sehr 
grosser Niveaufläche und einer in dieselbe senkrecht eingetauch- 
ten Platte von*sehr grosser Breite. 

Die Oberfläche einer in einem Gefässe befindlichen Flüs- 
sigkeit kann in der Gegend der Mitte, sofern die horizon- 
talen Dimensionen des Gefässes sehr gross sind, als eben be- 
trachtet werden. Wird nun an jener Stelle in die Flüssigkeit 
eine verticale Platte gebracht, deren Breite, d. h. deren grössere 
horizontale Dimension sehr gross ist, so nimmt die Oberfläche 
der Flüssigkeit in der Gegend der Mitte wegen der Capillar- 
wirkung eine cylindris che Form an, die jetzt bestimmt werden 
soll. Die horizontalen Seiten des die Flüssigkeit begrenzen- 
den Cylinders laufen der Platte parallel, so dass die ;2r-Coordi- 
nate der Oberfläche als Function des Abstandes von der Platte 
zu betrachten ist. Dieser Abstand fällt mit der a;-Coordinate 
zusammen, wenn wir die y- und ;2f-Axe eines räumlichen recht- 
winkligen Coordinatensystemes in die Platte legen, und zwar 
die letzte Axe in Uebereinstimmung mit dem Früheren der 
Richtung der Schwere entgegen. Für die auf der Seite der 
positiven x gelegene Oberfläche haben wir alsdann, da die 
Krümmung parallel der Platte verschwindet, in Folge der 
Gleichung I): 



1) 






v^m 



2-'| d' 



WO für die gebrochene Potenz der positive Werth zu nehmen 
und für — ^ die Grösse — zu setzen ist, unter s das specifißche 

Gewicht der Flüssigkeit verstanden. 

Die Integration der letzten Gleichung liefert: 

1 (c - zf 



/rf^Vli ^ 2a^ 



Hm 



da« lUiH t»iiu»iii l'iinii'u KlSr\n*.r und einor FlÜKHif^kcit bt'Httjlit. 121 

WO (Uc gebrochono Poton/i ])OHitiv zu nelimcn und 2> dio In- 
tfigrationb-Constanto ist. Für letzter« ibt in unBcrcm Falle 
diu Einheit zu ßotzcn. Für e- c nämlich und nur für dienen 
W^erth vorschwindet dio zweite Krümmung der Oberflileho, bo 
(lass c die Höhe des entfernteren Theile» der Oberfläche i»t, 
der als eben und horizontal angoKcshen werden muK». Für 

dz 
jenen Worth von z muHs al»o aueli • . ■ vernchwindcn, woraus 

sich die Integrations-Constante in der angc^gf^benen WeiHO be- 
8tunmt. Der abholuto Werth der (jröHse e z kann den Werth 
«/2 nicht übersteigen. Indem wir der Kinfuchheit willen den 
AnfangHj)unkt der (^oordinaten in die Höhe d(^8 ebenen Tliei- 
loö des Niveaus legen, erhalten wir für die letzte Oleichung: 

_ 1 . ^' 

dzVik 2a^ 



[<'j] 



Wenn nun erstlich dio Flüssigkeit die eingetauchte Platte be- 
netzt, tto berührt ihre Oberflädie die der Platte längs einer 
horizontalen Linie, und wenn die Ordinate der letzteren z^^ ist, 
HO hat man der letzten Üleichung gemäss: 

Dass das gewählte Vorzeichen das richtige ist, erhellt aus 1), 
da an der Berührungsstello dio Oberfläche nach oben hin hohl 

d^z 
und folglich -. -..j i^ der Nähe jener Stelle positiv ist. An der 

Platte erhobt sich hiernach dio Flüssigkeit um dio Höhe a/2 
über den ebenen Theil des Niveaus. 

Aus der letzten Differentialgleichung folgt: 

dz -- zi/Aa^ -z^ 
dx" 2a' -^z^'"^^ 

wo für die Wurzel ihr absoluter Werth zu nehmen ist, wenig- 
stens in der Nähe der Berührungsstelle, da hier der Difi^eren- 
tiahjuotient negativ sciin muss. Dass aber für die ganze Ober- 
fläche joner Werth zu nehmen sei, ersieht man aus dem In- 

dz 
tegrale der letzten Gleichung, wonach z und folglich auch v;. 

nur für u? = = oo verschwindet. Dies Integral ist folgendes: 
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Wenn zweitens die Oberfläche der Flüssigkeit in die Fläche 
der Platte einschneidet und wenn, wie wir annehmen wollen 
und wie es bei Quecksilber und Glas der Fall ist, der Rand- 
winkel zwischen 90^ und 180® liegt, so hat man dem Früheren 
zufolge für die Höhe z^^ der Horizontallinie , längs welcher sich 
die beiden erwähnten Flächen schneiden: 

woraus sich, da die Oberfläche nach oben hin in der Nähe 

cV'^z 
der Schnittlinie convex und folglich -7^ negativ ist, mit Rück- 
sicht auf 1) ergibt: 

Zq — — a'j/2 j/l — sin i. 

Es tritt also hier eine Depression unter den ebenen Theil des 
Niveaus ein, deren Betrag a]/2]/l— sini ist. Die Oberfläche 
der Flüssigkeit, für welche man dieselbe Gleichung, wie im 
vorhergehenden Falle erhält, erhelJt sich von ihrer tiefsten 
Stelle Zq stetig, um schliesslich in den ebenen Theil des Ni- 
veaus zu verlaufen. 

Die im Obigen gCAVonnenen Resultate stimmen mit der 
Beobachtung im Allgemeinen überein. Hagen (über die Ober- 
fläche der Flüssigkeiten; Abhandlungen der Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin, 1845 und 1846) fand durch directe 
Messungen, dass die grösste Erhebung über das Niveau, d.i. 
a Y'l , beim Wasser unabhängig von der Beschaffenheit der 
eingetauchten Platte war, wofern letztere nur gehörig benetzt 
war. Er erhielt dieselben Werthe für jene Grösse bei Platten 
aus Messing, Glas, Thonschiefer, Buxbaum. Es ergab sich 
ferner, dass die im- Obigen gefundene Gleichung der Ober- 
fläche mit der Wirklichkeit übereinstimmt. Hiervon überzeugt 
der folgende Auszug aus der Tabelle Hagen' s über die zu 
einander gehörigen Werthe der Grössen z und Xy wie sie sich 
als Mittel aus fünf Beobachtungen ergaben, und die Werthe 
x^ des Abstandes von der Platte, wie sie mittelst der oben 
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angegebenen Gleichung aus der Grosse s sicli berechnen, wenn 
für jbTq die beobachtete grösste Erhebung an der Platte an- 
genommen wird. Als Einheit ist die Pariser Linie angenommen. 



z 


X 


X\ 


z 


JC 

0,94 


^1 
0,90 


1,37 


0,00 


0,00 


0,34 


0,70 


0,31 


0,33 


0,12 


1,S8 


1,95 


0,49 


0,Ü3 


0,03 


0,04 


3,13 


3,01 



Durch Reduction auf das Centinieter findet man für das 
Wasser aus dem mitgetheilten grössten Wertlie für 3, da 
4,433 Par. Linien einem Centimeter gleich sind: 

;efo = a^/2 = 0,309, 
und: 

«^ = - = 0,0477. 

Die Werthe des Maximums der Erhebung sind von der augen- 
blicklichen Beschaffenheit der Oberfläche des Wassers ab- 
hängig. Bei einer frisch hergestellten Oberfläche sind sie am 
grössten und nehmen alsdann zunächst rasch, dann immer 
langsamer an Grösse ab. Bei Versuchen an destillirtem Was- 
ser, sowie an Brunnenwasser, die merklich dieselben Wertlie 
Uefem, fand Hagen für die erwähnte Grösse Werthe, die für 
die Constante a? Werthe lieferten, welche von 0,047 bis 0,061 
wechselten. 



3. Niveau -Aenderung bei einer schweren Flüssigkeit durch zwei 
ebene, mit einander parallele und senkrechte Platten von sehr 

grosser Breite. 

Wir untersuchen zunächst den Fall , wo beide Platten von 
der Flüssigkeit benetzt werden, und folglich letztere sich so- 
wohl an der äusseren, wie auch an der inneren Seite einer 
jeden Platte, und zwar offenbar an jeder Platte um bezüglich 
gleich viel erhebt. Die Gestalt der flüssigen Oberfläche ausser- 
halb der Platten wird durch das Vorhergehende bestimmt, wenn 
wir wieder annehmen, dass die horizontalen Dimensionen der 
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Flüssigkeit, sowie die horizontale Breite der Platten sehr gross 
sind. 

Es werde der Anfangspunkt der ^ - Coordinaten in die 
Höhe des als eben zu betrachtenden Theiles der Oberfläche 
gelegt. Dann ist, wofern die B'lüssigkeit ausserhalb der Plat- 
ten, wie unterstellt werden soll, mit dem von den Platten ein- 
geschlossenen 'J'heile im Zusammenhange steht, die früher 
durch c bezeichnete Constante gleich Null zu setzen, weil für 
z = f) die Krümmung der als eine einzige zu betrachtenden 
Oberfläche verschwindet. Hiernach ist: 

. 

r2 



[■+(1)7 "' 

Wenn wir nun ferner die ;2^-Axe in die Mitte zwischen beide 
Platten legen, so dass die Oberfläche zwischen den Platten in 
Bezug auf die «/;8?- Ebene symmetrisch wird, und die Höhe der- 
jenigen Punkte der Oberfläche, in welchen die Tangential- 
ebene horizontal liegt, durch / bezeichnen, so finden wir durch 
Integration der letzten Gleichung und durch gehörige Bestim- 
mlmg der Integrations - Constante : 

ax^= , dz. 

}/{z^-z'') {Aa^ + z^-z^) 

wo, wie man leicht findet, die Wurzel für den auf der Seite 
der positiven x gelegenen Theil der Fläche positiv zu nehmen 
ist und die Grösse z zwischen / und j/z'^ + 2a^ liegt. Aus 
letzterer Gleichung sehen wir schon so viel, dass die Ober- 
fläche der Flüssigkeit zwischen den Platten von ihrer tiefsten 
Stelle mit den Coordinaten rr = 0, z = z' an beiderseits in die 
Höhe steigt, um schliesslich die Platten zu berühren. 

Die obige Gleichung lässt sich leicht durch Integration 
auf elliptische Functionen zurückführen. Substituirt man 
nämlich: 

wo gesetzt ist: ^ $ 
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/l-c»Ämg>2 = ^(g>), ^.^ , ^^2 = ^^> 



so findet man sogleich: 



— '^ - au 



2a c sin 9? cos 9? 



e?t«. 



(^ sin (f cos (p 

Durch Differentiation der Gleichung, welche ti mit (p verbin- 
det, ergibt sich: 

, c^ sin w cos w dw 

du = -= ^.. 7^ — -* 

j/l-c" ^(SP) 

Substituirt man diesen Werth in vorige Gleichung und inte- 
grirt dieselbe, wobei zu beachten ist, dass den Werthen jr— 

7t 

und z = z der Werth <p = -^ entspricht, so kommt: 

Bezeichnen wir die Entfernung beider Platten durch d und 
die Höhe der Horizontallinien, längs denen die Platten von 
der Oberfläche der Flüssigkeit berührt werden, durch /', so 

smda:=— und z=^z' zu einander gehörige Werthe, die der 
2 •• 

gefundenen Gleichung genügen müssen. Da aber in den ge- 
dachten Horizontallinien die Tangentialebenen senkrecht stehen, 
so hat man in Folge der oben aufgeführten Differentialgleichung 
erster Ordnung: 

a^2 j/2 — c^ 



^ c 

Diesem Werthe von ss entspricht den Substitutions - Formeln 

gemäss der Werth -— von 9. Hiernach erhält man , indem man 

in die gefundene Gleichung der Oberfläche a;= — , q> = — setzt, 

eine Gleichung, die dazu dient, die Grössen a, d und / in 
ihrer gegenseitigen Abhängigkeit zu bestimmen. Wenn die 
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Entfernung der Platten sehr klein ist, so wird / gegen a sehr 
gross, folglich erlangt der Modulus c einen sehr kleinen Werth. 
Fjir diesen Fall findet man durch Entwickelung der elliptischen 
Functionen bis zur 4. Potenz von c inclusive: 



d 



-«(«+f ['+?])■ 



woraus sich annähernd: 



_d__^ 4 + JC 



und folglich: 



a a^ 



16 

4 — jr 






ergibt. 

Für solche Distanzen der Platten, welche, gegen a gehal- 
ten, nicht sehr klein sind, kann man sich mit Vortheil der 
folgenden von Hagen berechneten Tabelle bedienen, in wel- 
cher zu einander gehörige Werthe der Grössen: 

- /2 c» , d 

z ^ 2 — c^ tz 

zusammengestellt sind. 



2-e- 


ä 

2 z 


c* 


d 

2 z 


2-0^ 


d 

2 z 


2-c« 


d 

2/ 


2-c« 


' 0,00 
0,01 
0,02 
0,03 
0,04 . 
0,05 
0,00 
0,07 
0,08 
0,09 


0,0000 
0051 
0102 
0154 
0207 
0202 
0317 
0374 
0131 
0480 


0,10 
0,11 
0,12 
0,13 
0,14 
0,15 
0,10 
0,17 
0,18 
0,19 


0,0549 
0010 
0072 
0730 
0800 
080() 
0934 
1003 
1073 
1145 


0,20 
0,21 
0,22 
0,23 
0,24 
0,25 
0,26 
0,27 
0,28 
0,29 


0,1219 
1294 
1371 
1450 
1530 
1013 
1697 
1784 
1872 
19()3 


0,30 
0,31 
0,32 
0,33 
0,34 
0,35 
0,36 
0,37 
0,38 
0,39 


0,2056 
2152 
2250 
2350 
2453 
2559 
2669 
2781 
28V)(i 
3014 


2-c' 


d 

2 z 


c" 


d 

2 z 


2-c* 


d 

2 z 


2-c« 


d 

2Z 


2-c« 


0,40 
0,41 
0,42 
0,43 
0,44 
0,45 
0,40 
0,47 
0,48 
0,49 

• 


0,3130 
32()1 
3391 
3524 
3002 
3804 
3951 
4103 
4259 
4421 


0,50 
0,51 
0,52 
0,53 
0,54 
0,55 
(),5() 
0,57 
0,58 
0,59 


0,le588 
4702 
4042 
5129 
5322 
5523 
5731 
5948 
0175 
0112 


0,60 
0,61 
0,02 
0,03 
0,04 
0,()5 
0,00 
0,(»7 
0,(>8 
0,(>9 


0,0060 
6918 
7187 
7469 
7765 
8075 
8401 
8744 
9100 
9488 


0,70 
0,71 
0,72 
0,73 
0,74 
0,75 
0,76 
0,77 
0,78 
• • 


0,9892 
1,0321 
0776 
12C)0 
1775 
2325 
2914 
3518 
4229 
• • • 



das aus einem festen Köri)er und einer Flüssigkeit besteht. 127 

Aus den zahlreichen Versuchen , wodurch die vorhergehen- 
den Ergebnisse verificirt werden, heben wir einen von Hagen 
angestellten hervor. Derselbe fand für die oben durch je^o, /, 
/' bezeichneten Grössen bei Brunnenwasser und für zwei Plat- 
ten, deren Entfernung durch eine dritte dazwischen befindliche 
Platte zu 0,2808 bestimmt wurde, folgende Werthe: 

^0 = 0,3181, / = 0,3553, /' = 0,4748. 
Aus den beiden letzten Grössen berechnet sich: 

«2 =^(/'2_/2)_ 0,0496, 

welcher Werth innerhalb der früher angegebenen von Hagen 
beobachteten Grenzen für diese Constante liegt. Man findet 
dann femer unter Zugrundelegung jenes Werthes: 

^o = aj/2 = 0,3149, 

was von der direct gemessenen Grösse nur wenig abweicht. 
Der grösste Werth, welchen Hagen für / bei der oben an- 
gegebenen Distanz der Platten erhielt, war 0,5121. Hieraus 
ergibt sich mit Hülfe obiger Tafel für die Constante a^, die 
beim Wasser natürlich der Constante o gleichkommt, der Werth 

0,0759. 

Hagen dehnte seine Untersuchungen über die Erhebung 
zwischen parallelen Platten auch auf Alkohol und Olivenöl 
aus. Er fand, dass bei diesen beiden Flüssigkeiten die Grösse 
0? keinen merklichen derartigen W^echsel darbietet, wie es 
beim Wasser der Fall war. Für Alkohol vom specifischen Ge- 
wichte 0,7967 ergab sich bei der Entfernung 0,1624 der beiden 
Platten aus vier Messungen / = 0,3 174, woraus a- = 0,0296 
und a= 0,0236 folgt. Für Olivenöl vom specifischen Gewichte 
0,9129 ergab sich bei derselben Distanz der Platten aus sechs 
Messungen / = 0,4473, woraus a^^ 0,0377, 0=^0,0344 folgt. 
Die beiden letzten Bestimmungen wurden bei einer Tempera- 
tur von ungefähr 15^ R. ausgeführt. 

Neben den bisher erörterten Fall, wo beide Platten von 
der Flüssigkeit benetzt werden, stellt sich zweitens der, w^o 
solches nicht stattfindet und die Oberfläche in die Ebenen bei- 
der Platten unter einem Winkel einschneidet. Wir begnügen 
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uns hier damit, anzunehmen, dass der gedachte Randwinkel 
an sämmtlichen vier Grenzflächen der Platten den Werth 180^ 
habe. Alsdann ist, wie leicht einzusehen, in der Diflferential- 
gleichung erster Ordnung, an die sich im Obigen die weitere 
Analyse anschloss, das negative Vorzeichen der Wurzel zu 
nehmen. Aus dieser Bemerkung folgt ohne Weiteres, dass 
sich jetzt die Oberfläche von der im vorher betrachteten Falle 
gefundenen nur in ihrer Lage unterscheiden kann, und dass 
dieselbe als das Spiegelbild der letzteren in Bezug auf die 
Ebene betrachtet werden kann, von welcher aus die Coordi- 
naten z gerechnet werden. Die Formeln, welche die jetzt statt- 
findende Capillardepression bestimmen, unterscheiden sich also 
nur durch das Vorzeichen der z von den oben gefundenen. 

Es mögen endlich noch die Verhältnisse bei zwei Platten 
besprochen werden, von welchen die eine von der Flüssigkeit 
beiderseits benetzt wird , während an den beiden Grenzflächen 
der zweiten Platte die Flüssigkeit den Eandwinkel von 180^ 
darbietet. Ausserhalb der Platten erhebt sich die Flüssigkeit 
an der ersten Platte von dem ebenen Theile des Niveaus aus 
bis zu einer Höhe, die dem Früheren gemäss gefunden wird. 
Ebenso senkt sie sich an der zweiten Platte unter den ebenen 
Theil des Niveaus und zwar ist das Maximum der Senkung 
dem Maximum der Erhebung an der ersten Platte gleich. 
Was den Theil der Oberfläche betrifft, der von den Platten 
eingeschlossen wird, so erhebt er sich an der ersten Platte, 
während er in der Nähe der zweiten Platte abwärts steigt, so 
dass dieser Theil mindestens eine Inflexionslinie aufweisen 
muss. Aus der allgemeinen Gleichung für die Oberfläche folgt 
aber, dass eine solche Inflexionslinie stets in der Höhe des 
ebenen Thelles des Niveaus liegen muss, wonach offenbar nur 
eine einzige Inflexion stattfinden kann. Für die Gleichung 
des fraglichen Theiles der Oberfläche hat man, wenn die 
je:-Coordinaten von der Höhe des ebenen Theiles des Niveaus 
an gerechnet werden: 



1 z 



2 



['+(£)] 



= i^ 



'üz\'-\^ "■ 2 a- 
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Wenn nun € der spitze Winkel ist, unter welchem die Über- 
fläche längs ihrer Inflexionslinic das allgemeine Niveau schnei- 
det; so ergibt sich: 

cose^p, 

und hiernach hat man für die ganze zwischen den Platten be- 
findliche Fläche: 

, -' 2^ + 2fi^ cos f , 

dx= -/ - dz, 

j/4rt* — {z^ — 2 a- cos Bf 
wo die Wurzel positiv zu nehmen ist, wenn die positiven x 
von der Inflexionslinic aus nach der benetzten Platte hin ge- 
zählt werden. Hieraus folgt, dass die beiden in der Inflexions- 
linio zusammenstossendon Theile der Fläche congruont sind und 
»ich nur durch ihre Lage unterscheiden, indem der eine nach 
oben concav , der andere convex ist. Es folgt ferner, dass die 
Inflexionslinic in der Mittelebene der Platten liegt, und dass 
die Erhebung an der einen Platte der Senkung an der anderen 
gleichkommt. Für diese Erhebung oder Senkung z' findet 
man: 

z' zm a j/'2 }/cos €. 

Die Zerlegung des Radicanden in der Differentialgleichung der 
Oberfläche in Factorcn zweiten Grades führt auf die Substi- 
tution : 

e=:2acos \^e cos tp , 

wodurch man nach der Integration und gehörigen Bestimmung 
der Constanten erhält: 

n n 

wo ZU setzen ist: 

z/^ (9?) rrt: 1 — c^ sin *9 , c^cos\ £. 

Für den Winkel 9", welcher sich in dem hier betrachteten 
speciellen. Falle der Ordinate z' oder der halben Entfernung 
^- \d der Platten zuordnet, hat man: 

,, }/\ cos f 
ras w ■ . 

cos ^ s 

|jiM«r, KIriHlliMial und Cnpillni iltil. II. () 
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Wir lassen hier einige Paare zu einander gehöriger Werthe 



jt 



a 9 

der Grössen -— und — -=. foleren, 

2a a^2 



d 
2a 




£ 


0,000 
0,106 
0,570 
1,160 
2,:i41 
oo 


0,000 
0,584 
0,801 
0,030 
0,002 
1,000 


000 
700 
500 
300 
100 
00 



Wie man sieht, nehmen die Niveau- Aenderungen z" an 
den inneren Flächen der Platten hier an Grösse zu, wenn die 
Distanz wächst, während das Umgekehrte in den früher er- 
örterten Fällen eintrat, wo die gedachten Flächen mit der 
Oberfläche der Flüssigkeit entweder beide den Winkel 0® oder 
beide den Winkel 180 ^ bildeten. 



4. Aendernng des Niveaus einer schweren Flüssigkeit dnrch 

einen senkrechten hohlen Kreiscylinder; Gleichgewicht einer 

isolirten Flüssigkeitssänle in einer senkrechten Röhre. 

Die Oberfläche einer flüssigen Masse, deren horizontale 
Dimensionen unendlich gross seien, wird durch Eintauchen einer 
senkrechten Röhre mit kreisförmigem Querschnitte in eine Ro- 
tationsfläche umgestaltet, deren Axe die Axe der Röhre ist. 
Wir nehmen diese zur ;S-Axe und rechnen die je? - Coordinaten 
von dem als eben zu betrachtenden Theile des äusseren Ni- 
veaus an, in den sich derjenige Theil der Oberfläche verläuft, 
der an die äussere Wandung der Röhre anstösst. Für den 
von der Röhre eingeschlossenen Theil der Oberfläche besteht 
alsdann die Gleichung: 

1 , _l__f_ 



i?i • B 



w 



woraus sich ergibt, dass die Oberfläche nach oben hin concav 
und ganz über dem allgemeinen Niveau befindlich ist, wenn 
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die Wand der Röhre von der Flüssigkeit benetzt wird; schnei- 
det aber die Oberfläche unter einem stumpfen Winkel in die^ 
Fläche der Röhre ein^ so ist ihre Oberfläche nach oben hin 
convex und liegt ganz unterhalb des allgemeinen Niveaus. 

Wenn wir jetzt unter x die senkrechte Entfernung von 
der Axe der Röhre verstehen ^ so können wir, da wir es mit 
einer Rotationsfläche zu thun haben; für die letzte Gleichung 

schreiben: 

d^ dz 

dx^ dx z 



Diese Formel ergibt sich aus der Bemerkung , dass bei einer 
Rotationsfläche der Krümmungshalbmesser des einen Haupt- 
schnittes mit demjenigen der M^ridiancurve zusammenfällt, 
während der Krümmungshalbmesser des anderen Hauptschnit- 
tes der Normale der Meridiancurve, bis zum Durchschnitte mit 
der Rotationsaxc gerachnet, gleich ist. Die vorhergehende 
Differentialgleichung der Oberfläche lässt sich so umgestalten: 

dz 
7 1 dx I xz j 

a < r , . » - . > = "2 ^^* 



[■+(£) r - 



Aus dieser Gleichung lässt sich z als geschlossene Function 
von X nicht finden ; gleichwohl ergibt sich aus derselben leicht 
das hauptsächlichste Gesetz über die Capillarhebung und Sen- 
kung in Röhren. Unter r den Radius der Röhre verstanden, 
integrire man die letzte Gleichung zwischen den Grenzen 
und r. Für eine benetzende Flüssigkeit kommt alsdann: 

r 
r = ~ / xz dx. 




Hierfür kann man aber, wenn durch V das Volumen der ge- 
hobenen Flüssigkeitssäule bezeichnet wird, setzen: 

Auf demselben Wege findet man für eine Flüssigkeit, welche 
mit der Wandung der Röhre den Winkel i bildet, wenn V 

9* 
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das Volumen der Röhre ist, das einerseits von dem allgemei- 
nen Niveau, andererseits von der Oberfläche der Flüssigkeit 
begrenzt ist: 

Das in den beiden letzten Gleichungen ausgesprochene Gesetz, 
wonach das Volumen der durch eine cylindrische Röhre ge- 
hobenen oder verdrängten Flüssigkeit unter übrigens gleichen 
Umständen dem Radius der Röhre proportional ist, hat in 
zahlreichen Versuchen seine Bestätigung gefunden. Wir wollen 
von solchen nur einige wenige anführen, die sich auf Röhren 
beziehen, deren Durchmesser die Grösse der Senkung oder 
Steigung an einer ebenen Platte nicht übersteigt. Für solche 
Röhren kann beim Wasser, dessen wir zuerst erwähnen wol- 
len, die Oberfläche als eine Kugelfläche betrachtet werden. 
Desains (Becherches sur les phenomenes capillaires; Annales 
de Chimie et de Physiqtie, 3""^ Serie , tome LI) fand nämlich für 
Röhren von verschiedenem Radius r für den Unterschied der 
Erhebung /' an der Wand und der Efliebung / des tiefsten 
Punktes der Fläche, also für den Pfeil des Capillar- Meniscus, 
die folgenden Werthe, aus denen hervorgeht, dass der Unter- 
schied zwischen der horizontalen und verticalen Halbaxe der 
gedachten Fläche innerhalb der angegebenen Grenzen gegen 
den Betrag von / nur klein ist. Dieser Unterschied wird 
ausserdem, wie man sieht, um so kleiner, je enger die Röhre ist. 



r 


z"-z 


r 


z"-z 


r 


z'-z 


0,0020 
0,2627 


0,0589 
0,2218 


0,4039 
0,5900 


0,3024 
0,3577 


0,7830 
1,7500 


0,3858 1 
0,4126 1 



Setzen wir aber für die Oberfläche des Meniscus bei einer 
benetzenden Flüssigkeit eine Kugelfläche, welche wie jener die 
Röhrenwand berührt und deren tiefster Punkt in derselben 
Höhe / wie der tiefste Punkt des Meniscus liegt, so ergibt 
sich aus der ersten der obigen Gleichungen für die gehobene 
Flüssigkeitssäule : 

Dass diese Beziehung in Wirklichkeit nahe besteht, ersehen 
wir aus der folgenden Tabelle, deren Data den Versuchen 
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Bede's über Capillarerscheinungen entnommen sind (Memoire 
siir rascension de Venu et la depression du mercure dans les tubcs 
capiüaires; Mem, de Vacadcmie royale des sciences de Belffiqtw, 
tome XXV). Bei den Versuchen wurde das Wasser durch 
Saugen bis ans obere Ende der Capillarröhre gehoben und sein 
Stand nach 24 Stunden beobachtet. 



r 


2 bei im C. 


/ bei 13n C. 


Mittel. 


a« 


0,00508 


29,740 


29,910 


29,825 


0,0758 


0,0111 


13,710 


13,020 


13,(>()5 


0,0759 


0,0100 


7,520 


7,500 


7,510 


0,0748 


0,0487 


2,990 


2,950 


2,970 


0,0727 


0,0621 


2,270 


2,295 


2,282 


0,0715 


0,1025 


1,215 


1,270 


1,242 


0,0654 



Im Mittel ergibt sich hieraus a^ = 0,0727. 

Wir dürfen nicht imterlassen, hier einer scheinbaren Ab- 
weichung von dem theoretischen Gesetze zu gedenken. Durch 
zahlreiche Versuche ist es festgestellt , dass die Capillarerhebung 
bei benetzenden Flüssigkeiten in einem stärkeren Verhältnisse 
zunimmt; wenn der Radius abnimmt, als die Theorie es ver- 
langt. Wahrscheinlich muss man dies mit Plateau jedoch 
dem Umstände zuschreiben, dass die Dicke der benetzenden 
Schichte bei sehr engen Röhren gegen den Radius der letz- 
teren nicht vernachlässigt werden kann, wie dies in den theo- 
retischen Prämissen angenommen wird. 

Um die Depression des Quecksilbers zu bestimmen , stellte 
Bede über den Niveauunterschied in einem Heber mit zwei 
senkrechten cylindrischen Schenkeln Messungen an. Denken 
wir uns einen solchen Heber ursprünglich mit einer flüssigen 
Masse in Communication , deren horizontale Dimensionen un- 
begrenzt sind, so leuchtet ein, dass die Flüssigkeit in jedem 
Schenkel dieselbe Höhe einnimmt, wie wenn der cylindrische 
Schenkel in die erwähnte Masse für sich eingetaucht wäre. 
Und da das Gleichgewicht nicht gestört wird, wenn man den 
Zusammenhang zwischen dem Heber und der anderen Flüssig- 
keit aufhebt, so folgt, dass der Niveauunterschied in den zwei 
Schenkeln der Differenz der Depressionen, wie sie beiden 
Schenkeln entsprechen, gleichkommt. Bei den Versuchen, deren 



% 
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hier gedacht werden soll; betrug der Radius des einen Schen- 
kels nicht 1 Millimeter, während der des zweiten Schenkels 
zwischen 7 und 11 Millimeter lag. Um die den letzteren Ra- 
dien entsprechenden Depressionen zu finden, bemerke man, 
dass die Depression gefunden werden kann, wenn die Con- 
staute o? cos i, der Radius , die Höhe und das Volumen des 
Meniscus bekannt sind. Es sei nämUch h die Höhe eines üy- 
linders, der an Volumen dem Meniscus gleichkommt und den 
Radius r hat. Alsdann ist, wenn z, z" die absoluten Depres- 
sionen in der Mitte und am Rande des Meniscus bedeuten, 
und V das Volumen der verdrängten Flüssigkeit ist: . 

■p= r^% (/' — Ä) = — 23r a^ cös i . r. 
Hieraus ergibt sich, wenn die Höhe z' — z' des Meniscus die 

Grösse \ um f übertrifft : 

2 cfi cos i j, 
^= r f' 

Die Grösse f ist für gläserne Röhren von 0,1 bis 6 Centimeter 
Durchmesser von Danger (Anndles de Chimie et de Physique, 
ßme Serie, tome XXIV: Note sur la hauteur des mmisg[ues, qm 
presente la surface du mercure contenu dans les vases en verre) 
bei einer Temperatur von 15^ C. direct beobachtet worden. 
Für eine Röhre von 6 Centimetern Durchmesser ergab sich 
für f der Werth 0,0178, und da für einen solchen Durchmesser 
z ohne merklichen Fehler gleich Null gesetzt werden darf, so 

ergibt sich: _ a* cos i = 0,0267. 

Mittelst dieses Werthes lässt sich nun die Depression / be- 
rechnen, die den übrigen von Dang er bestimmten Werthen 
der Grösse f entspricht. Wir erhalten so folgende Reihe für 
Röhren, deren Radius unter einem Centimeter liegt. Bei noch 
weiteren Röhren können wir für unsere Zwecke von der De- 
pression ganz absehen. 



r 


f 


/ 


r 


f 


' 


0,1 


0,0310 


0,5030 


0,6 


0,0637 


0,0253 


0,2 


0,0486 


0,2184 


0,7. 


0,0610 


0,0153 


0,3 


0,0584 


0,1196 


0,8 


0,0570 


0,0098 


0,4 


0,0630 


0,0705 


0,9 


0,0530 


0,0063 
0,0039 


0,5 


0,0643 


0,0425 


1,0 


0,0495 
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Was femer den Pfeil b' — z des Meniscus, der von Null 

ausgehend mit wachsendem Radius sich der Grenze a }/2yi—sini 
nähert, hetriflft, so fand Bede hei einigen Röhren aus Glas 
folgende Werthe: 



r 


/'-/ 


r 


z"-z 


0,0199 
0,057G 
0,1025 


0,015 
0,020 
0,050 


0,1323 
0,1771 
0,2140 


0,070 
0,095 
0,100 



Hiemach wird man für Röhren der hier erwähnten Art 
keinen erheblichen Fehler begehen, wenn man bei Berechnung 
des Volumens F annimmt, dass die Oberfläche der Flüssigkeit 
eine Kugelfläche sei, die in die Wandung der Röhre unter 
einem Winkel von 135^ einschneidet. Ja, man kann für die 
Genauigkeit der zu erörternden Messungen von der Krümmung 
der Oberflächen ganz absehen und demgemäss setzen: 

Diese Relation wird in der That durch die Versuche von Bede, 
von welchen wir einige hier folgen lassen, verificirt. Die Ta- 
belle enthält die Radien r, R der beiden Schenkel, zwei Reihen 
von Bestimmungen der Niveaudifferenz D, die Mittelwerthe 
dieser Differenzen, welche im vorliegenden Falle ohne erheb- 
lichen Fehler für die den Radien r entsprechenden Depressio- 
nen / genommen werden können, endlich die Werthe der Grösse 
— a^ cos i. 



r 


li 


DbeilOysC. 


2) bei 17^80. 


z 


— a' cos i 


0,00492 


0,725 


10,225 


10,155 


10,190 


0,0251 


0,00795 


0,875 


6,090 


• • • • 


6,090 


0,0242 


0,0111 


0,750 


4,425 


4,325 


4,375 


0,0243 


0,0199 


0,700 


2,505 


2,540 


2,553 


0,0254 


0,0406 


1,075 


1,130 


1,075 


1,103 


0,0257 


0,0621 


1,075 


0,800 


0,775 


0,788 


0,0245 



Im Mittel ergibt sich aus Obigem für die Constante —a^ cosi 
der Werth 0,0249. 

Wie oben bemerkt wurde, geht die Höhe des Meniscus 
von Null aus, indem sie mit dem Radius der Röhre an Grösse 
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zunimmt und schliesslich sich einer festen Grenze, nämlich 
a}/2 j/l — sini, nähert. Wir lassen eine Reihe von Bestim- 
mungen dieser Höhe, die von Dang er (a. a. O.) herrühren, 
folgen. 



r 


z' - z 


r 


z -z 


r 


z" - z' 


0,15 
0,25 
0,50 


0,0779 
0,1 102 
0,1543 


1,00 

1,5 

2,0 


0,1085 
0,1070 
0,1003 


2,5 
3,0 


0,1067 
0,1718 



Ohne erheblichen Fehler wird man die der weitesten Röhre 
entsprechende Meniscus - Höhe für die erwähnte Grenze neh- 
men können, und hat alsdann unter Zuziehung der bereits 
früher für dieselbe Röhre aufgestellten Relation: 

— a2 cos i :^ 0,0267 , 
2a? (1- 5m «) = 0,17182. 
Hieraus bestimmt sich für den Randwinkel zwischen Queck- 
silber und Glas der Werth 147® 12'. 

Die Grösse a^ cos i , d. i. die auf den Radius Eins reducirte 
halbe Capillarhebung oder Senkung, zeigt sich von der Tem- 
peratur nicht bloss insofern abhängig, als durch letztere die 
Dichtigkeit der Flüssigkeit geändert wird, es sind vielmehr 
auch die früher durch o und o bezeichneten Constanten als 
Functionen der Temperatur zu betrachten. Aus den hierüber 
angestellten Versuchen ergibt sich, dass man für das Intervall 
von 0® bis 100® setzen kann: 

^/ = 2q (l-kt), 
wo g^| und 0/ die Hebungen oder Senkungen bedeuten, die 
bezüglich den Temperaturen 0® und t^ entsprechen. Je aber ein 
von der Natur der Flüssigkeit oder von der Flüssigkeit und 
ihrem Verhältnisse zum Stoffe der Röhre abhängiger Coef- 
ficient ist. 

Nach Brunn er (Untersuchungen über die Cohäsion der 
Flüssigkeiten, Poggendorff's Annalen Bd. LXX) ist Je für Was- 
ser gleich 0,00187, für Schwefeläther 0,00523 und für Olivenöl 
0,00141. 

Nach Frankenheim (über die Veränderungen, welche 
die Höhe des Quecksilbers in Haarröhrchen mit der Tempera- 
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tur erleidet y PoggendorfiPs Annalen Bd. LXXV) schwankt der 
Werth von h beim Quecksilber und für. sehr trockenes Glas 
zwischen —0,0013 und — 0,0014, so dass bei diesen Stoffen 
die Grösse — a* cos i durch Zunahme der Temperatur ebenfalls 
zunimmt, denn der Ausdehnungscoefficient des Quecksilbers 
beträgt nur 0,00018. 

Es möge hier noch der Gleichgewichtszustand einer flüs- 
sigen Masse betrachtet werden, die sich in einer senkrecht ge- 
haltenen Röhre befindet und durch die blosse Wirkung der 
Capillarkraft am Fallen gehindert wird. Die flüssige Masse 
befindet sich am unteren Ende der Röhre und muss letztere 
benetzen, da für eine nicht benetzende Flüssigkeit dieser Gleich- 
gewichtszustand nicht eintreten kann. 

Der obere Meniscus der Flüssigkeit ist nach oben hin hohl, 
er berührt die innere Wand der Röhre und für denselben hat 
man: 

^1 = ^1 +~'^' 

wo K^ und is das absolute Krümmungsmaass und die Höhe 
irgend eines Punktes ist, K^ und z^ aber dieselben Grössen 
für den Scheitel bedeuten. 

Der untere Meniscus kehrt, so lange das Volumen der 
Flüssigkeit noch unterhalb einer gewissen Grösse liegt, seine 
Höhlung nach unten. Er berührt den inneren Rand des un- 
teren Endes der Röhre, den wir uns zwar in der Richtung 
eines Axialschnittes sehr stark gekrümmt denken, gleichwohl 
aber von einer stetig gekrümmten torusartigen Fläche gebildet, 
die einerseits in die innere Wandung der Röhre übergeht, 
andererseits die ebene Basis der Röhre berührt. Für die Krüm- 
mung des unteren Meniscus hat man bei ähnlicher Bezeichnung 
wie oben: 



k,=k;+ 



a" 



Wenn nun das Volumen der Flüssigkeit vermehrt wird, so 
steigt der obere Meniscus in die Höhe, während der untere 
Meniscus sich abflacht und den Kreis, in welchem er den un- 
teren Rand berührt, hinabdrückt» Ein ausgezeichneter Fall 
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tritt ein, wenn der untere Meniscus in die Ebene übergeht, 
welche die untere B/isis der Röhre bildet. Alsdann ist offen- 
bar im Hinblick auf das Frühere das Verhalten der in der 
Röhre befindlichen Säule genau dasselbe, wie wenn die Röhre 
nach unten hin fortgesetzt und in einer unbegrenzten flüssigen 
Masse von derselben Natur, wie die betrachtete, eingetaucht 
wäre, deren Niveau mit der ursprünglichen Basis der Röhre 
* zusammenfällt. Die Höhe des oberen Meniscus über das untere 
Ende der Röhre kommt also der der Röhre entsprechenden 
Capillarerhebung gleich. 

Wird das Volumen der Flüssigkeit weiterhin vermehrt, so 
steigt der obere Meniscus auch femer noch. Der untere Me- 
niscus aber wird jetzt nach unten hin convex und berührt den 
äusseren Rand des unteren Endes , den wir uns als ebenso 
beschaffen denken, wie den inneren Rand, und der einen steti- 
gen Uebergang von der Basis zur äusseren Wand der Röhre 
bildet. Für die absolute Krümmung des unteren Meniscus hat 
man jetzt: 

woraus folgt, dass das Krümmungsmaass vom Scheitel aus 
abnimmt, umgekehrt, wie dies am oberen Meniscus der Fall 
ist. Der Scheitel des unteren Meniscus senkt sich desto mehr, 
je grösser das Volumen der Flüssigkeit wird; zugleich hebt 
sich der Kreis, in dem er die Randfläche beriihrt, und wächst 
der Winkel, den die Tangentialebene des Meniscus in den 
Punkten jenes Kreises mit dem Horizonte bildet. 

Eine Grenzlage für die hier erörterten Gleichgewichts- 
zustände tritt nun endlich ein, sobald die Tangentialebene am 
Rande des Meniscus senkrecht zu stehen kommt und folglich 
die äussere Wand der Röhre berührt. Sobald diese Grenze 
erreicl^t ist, wird eine Vermehrung des Volumens zur Folge 
haben, dass der bei Weitem grösste Theil der Flüssigkeit sich 
als Tropfen von der Röhre ablöst, worauf dann der noch übrig 
bleibende Theil in einen der früher erwähnten Gleichgewichts- 
zustände zurücktritt. 

Um über die hier erwähnten Gleichgewichtszustände nähe- 
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ren AufBchlasa zu erhalten, wollen wir die allgemeine Va- 
riationsformel: 

odO + oda + s dfz f/ Ä: = , 

in welcher hier o = — o zu setzen ist, auf den Fall anwenden, 
wo der untere Meniscus noch den inneren Rand der Röhre be- 
rährt und folglich nach unten hin concav ist. Es berühre der- 
selbe die Fläche des stark gekrümmten Randes in einem Kreise 
fj mit dem Radius r^y während der Kreis, in dem der obere 
Meniscus die innere Wand der Röhre berührt, C^ und sein 
Radius, d.i. der innere Radius der Röhre, r^ sei. Endlich 
mögen die beiden Menisken in der Gleichgewichtslage M^ und 
M^ heissen. 

Es werde nun, was statthaft ist, die Flüssigkeit so va- 
riirt, dass sie nach oben hin gerückt wird und jeder der neuen 
Menisken üf/ imd Jlf/ allenthalben um gleich viel höher, als 
die betreffenden ursprünglichen Menisken liegen. Der neue 
Meniscus kann dann, abgesehen von der Begrenzung, durcli 
blosse Verschiebung in der Richtung des Lothes mit dem be- 
treffenden ursprünglichen Meniscus zur Deckung gebracht wer- 
den. Die Kreise, in denen die Wand der Röhre von den 
Flächen M^', Jf/ geschnitten wird, seien C^', C/. Endlich 
werde noch durch den Kreis C^' ein senkrechter Cylinder ge- 
legt und der Durchschnitt desselben mit 31^ durch D^ be- 
zeichnet. 

Die Variation von besteht dann in dem negativ genom- 
menen Inhalte des zwischen C2 und X)^ liegenden Ringes. Die 
Variation von Sl besteht erstlich aus dem positiv genommenen 
Inhalte des zwischen 6\ und C/ liegenden Ringtheiles der 
Röhren wand, und zweitens aus dem negativ genommenen In- 
halte des zwischen Cg und Cg' liegenden Ringtheiles derselben 
Wand. Hiemach ist, wenn wir die gedaclten Flächen durch 
ihre Grenzkreise bezeichnen: 

Bezeichnen wir aber den Winkel, welchen die Tangentialebene 
des unteren Meniscus am Rande desselben mit dem Horizonte 
bildet, durch 6>, so ist, wie leicht einzusehen: 

Cjj Cy — C'jj Djj =- Cy I)^ . sin (^ f 
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wenn durch Cg'JOjj die Oberfläche des durch (7/ und D^ be- 
grenzten Hülfe cy lind ers bezeichnet wird. Drückt man nun 
endlich noch die Grössen C^C/ und C2D2 durch die Radien 
r^, rg, und die Entfernungen dh^j 8\ der Menisken Jkfi, Ml 
und M^, M^ aus, so kommt: 

o80 + (o ö£l = 27to{r2 sin . Sh.^ — r^ dh^). 

Was den dritten Theil der Variationsformel betrifft, so hat 
man, wie leicht einzusehen: 

wenn F^, Fg die Volumina der beiden Räume sind, welche 
nach oben hin durch je einen der Menisken, nach unten bin 
durch die Ebene begrenzt werden, von der aus die 5:-Coordi- 
naten gerechnet werden, und endlich als seitliche Grenzen die 
senkrechten Cylinder aufweisen, welche durch die Umringe 
der beiden Menisken gehen. Bemerken wir nun endlich nocli; 
dass, weil das Volumen der Flüssigkeit durch die Variation 
nicht geändert werden soll, 

ist, so erhalten wir durch Substitution der obigen Ausdrücke 
in die Variationsformel folgende Relation: 

27t a^ (r^r^^ sin & - r^r^^) + (F^r/ - V^r^) = 0. 
Diese Gleichung bleibt, wie leicht zu ersehen, auch noch gültig 
für den Fall, dass der untere Meniscus den äusseren Rand 
der Röhre berührt, wenn dann & negativ genommen wird. 

Wenn, wie dies meist der Fall ist, der Krümmungsradius 
für die Meridianlinie des unteren Randes der Röhre gegen die 
übrigen Dimensionen verschwindet, so kommt, wenn v^ das 
Volumen der Röhre zwischen der Basis und dem oberen Me- 
niscus, V2 das Volumen des unteren Meniscus und v das Vo- 
lumen der Flüssigkeit ist, erstlich für den Fall, dass letzterer 
nach unten hin hohl ist und folglich den inneren Rand berührt: 

v = v^ — V2 = ^Tta^r^ (1 — sin 0), 
wo r^ den inneren Halbmesser der Röhre bezeichnet. Und 
wenn zweitens der untere Meniscus den Rand der äusseren 
Röhrenwand berührt und folglich nach unten hin convex ist; 
so hat man: 
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y, — 27ca-r^V2 + '27t a^ r^ sinS __ 

WO jetzt r^ den äusseren Halbmesser der Röhre bezeichnet und 

& zwischen und — — liegt. Aus letzterer Gleichung ersehen 

wir, dass^ wenn r^ gegen r^ verschwindet, der Stand der Flüs- 
sigkeit im Inneren der Röhre derselbe ist, wie wenn letztere 
sich nach unten hin innerhalb einer Flüssigkeit fortsetzte, für 
die der ebene Theil des Niveaus in der Höhe der ursprüng- 
Kchen Basis der Röhre liegt. Femer ergibt sich für eine 
Röhre, deren Wand so dünn ist, dass die Radien r^ und r^ 
sich nur um Unmerkliches von einander unterscheiden: 

t; == Vi + ^2 = 2 ;r a^r^ (1 — sin 0). t 

Den Uebergang von dem ersten Falle zu dem letzten bildet 
der, wo der untere Meniscus eben ist und mit der Basis der 
fiöhre zusammenfällt. Alsdann ist, wie die eine und die an- 
dere der obigen Formeln liefert: 

v^ = 2:r a^r^. 
Eine vollständige Bestimmung ergibt sich aus dem Obigen für 
fiökren, deren äusserer Radius so klein ist, dass sowohl der 
obere, als auch der untere Meniscus durch eine Sphäre ersetzt 
werden darf. Für solche findet man insbesondere, wenn 

fl 

die Grenze — ~ erreicht, die Höhe h des oberen Meniscus 
über der Basis der Röhre, wie folgt, ausgedrückt: 

Wenn eine Röhre in eine benetzende Flüssigkeit getaucht und 
hierauf wieder senkrecht herausgehoben wird, so kann sich 
ein Theil der Flüssigkeit oberhalb des äusseren oder inneren 
Randes in Gestalt eines ringförmigen Wulstes anhäufen, der 
durch die Wirkimg der Capillarität am Fallen gehindert wird. 
Betrachten wir nur den an der äusseren Wand befindlichen 
Wulst, welcher auch an massiven Stäben vorkommen kann. 
Sein Meridian berührt den äusseren Rand und erhebt sich, 
indem er diesen verlässt, bis er an einer Stelle das Maximum 
der Entfernung von der Wand erreicht hat. Hierauf nähert 
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er sich wiederum der letzteren und bleibt dabei wie vorher 
nach aussen hin convex , bis zu einem Inflexionspunkte. lieber 
diesen Inßexionspunkt hinaus ist der Meridian nach aussen hin 
concav bis zu dein Punkte, in dem er sich berührend an die 
Wand anschliesst. Allermeist tritt der gedachte Wulst bei der 
oben angegebenen Erzeugung zugleich mit dem an der Basis 
hängenden convex - convexen Meniscus auf, und bilden beide 
Theile an dem Rande, wo sie sehr nahe zusammenkommen, 
mit dem Horizonte merklich denselben Winkel, so dass die 
Oberfläche des einen als Fortsetzung der des anderen er- 
scheint. Für das Volumen des Wulstes findet man durch ähn- 
liche Betrachtungen, wie sie oben angestellt wurden: 

v = 27tä^r{l +sin &), 

WO r der Radius des Randes, ® der zwischen und — — ge- 

legene Winkel ist, welchen die Tangentialebene des Wulstes 
mit dem Horizonte bildet. Zwischen dem Wulste und dem 
unteren Meniscus findet durch die Flüssigkeit, welche den 
Rand benetzt, ein Zusammenhang statt, und die von der äusse- 
ren Wand langsam herabfliessende Flüssigkeit vermehrt das 
Volumen des Meniscus , der absolute Werth von @ wächst, und 
wenn er sein Maximum erreicht, erreicht auch das Volumen 
des Meniscus sein Maximum, während zugleich der Wulst ver- 
schwindet. 



5. Tropfen einer schweren Flüssigkeit auf einer horizontalen 

Unterlage. 

Eine schwere Flüssigkeit, die sich auf einer horizontalen 
Unterlage befindet, welche von der Flüssigkeit nicht benetzt 
wird, nimmt unter regelmässigen Verhältnissen die Gestalt 
eines Tropfens an, der von einer convex -convexen Rotations- 
fläche mit verticaler Axe begrenzt wird. Die Fläche schneidet 
unter dem constanten Randwinkel i in die zur Unterlage die- 
nende Ebene ein. 

Rechnen wir die ;0-Coordinaten von der Unterlage an und 
bezeichnen die grösste i^-Coordinate, d. i. die des Scheitels, 
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durch Zj sowie den KrümmuDgsradius im Scheitel durch li\ 
so hat man dem Früheren zufolge: 

Indem wir diese Gleichung in ähnlicher Weise wie in dem vor- 
hergehenden Probleme behandeln, finden wir, wenn V das 
Volumen des Tropfens und x^ den Radius des Parallclkrcisos 
bedeutet, in dem die Oberfläche von der Unterlage geschnitten 
wird: 

woraus sich ergibt: 



Diese Formel wollen wir auf einen Versuch anwenden , welchen 
Quincke (siehe PoggendorfPs Annalen Bd. CV) an einem 
Quecksilbertropfen machte, der in einem luftverdünnten Räume 
auf einer horizontalen Glasplatte lag. Der Versuch wurde bei 
17J1 C. angestellt. Das specifische Gewicht des angewandten 
Quecksilbers war bei 0® gleich 13,595, also bei der Tempe- 
ratur des Versuches gleich 13,593; der Tropfen wog 27,8452 
Gramm. Sein Randwinkel wurde gleich 128® 36' gefunden. 
Ferner ergab sich / = 0,3655, irQ= 1,399, und für die der 
letzteren Abscisse zugehörige Höhe /' des oberen Theiles des 
Tropfens wurde der Werth 0,1799 erhalten. Ueberdies wurde 
der Radius des grössten Paralielkreises , des Aequators, zu 
1,4355 und seine Höhe zu 0,0872 bestimmt. Was den Krüm- 
mungsradius JJ' betrifft, so leuchtet ein, dass er grösser sein 
muss, als der Radius einer Kugel, welche den Tropfen im 
Scheitel berührt und durch den in der Höhe z' liegenden Pa- 
rallelkreis geht. Es hat aber der Radius dieser Kugel den 

Werth 5,458. Hiernach liegt die Grösse -^ zwischen den 

Grenzen und 0,2563. Diesen beiden Grenzen entsprechend 
bestimmen sich mit Hülfe der obigen Formeln und bei Zu- 
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grandelegung der durch den Versuch gelieferten Data folgende 
zwei Werthe für die Grösse —a^cosi: 

0,0181, 0,0269. 

In der That schliessen diese Grenzen die Werthe der frag- 
lichen Constante ein, wie sie sich aus den bisher besprochenen 
Versuchen bestimmten. 

Die Höhe eines Tropfens nähert sich von Null ausgehend 
mit wachsendem Volumen schliesslich einer constanten Grenze. 
Letztere Grenze ist die Höhe, in welcher der ebene Theil der 
Oberfläche einer unendlich grossen flüssigen Masse liegt, welche 
auf einer horizontalen Unterlage so ausgebreitet ist, dass sie 
diese Unterlage im Endlichen längs einer geraden Linie schnei- 
det. Rechnen wir wieder die 0-Coordinaten von der Unter- 
lage an und legen wir die x-Ajie senkrecht zur Durchschnitts- 
finie der Oberfläche und der Unterlage, so erhält man für die 
Differentialgleichung jener cylindrischen Fläche: 

dx^ z—z 



['+(ST 



a' ' 



wo / die Höhe der Horizontalebene ist, der sich die Oberfläche 
asymptotisch nähert oder, was dasselbe ist, die Grenze, wel- 
cher sich die Höhe eines Tropfens nähert. Von der gebroche- 
nen Potenz * ist der negative Werth für den nach oben hin 
convexen Theil der Oberfläche zu nehmen 5 das entgegengesetzte 
Zeichen tritt auf für denjenigen Theil der Fläche, welcher 
zwischen der Unterlage und dem äussersten Rande der Flüs- 
sigkeit liegt. Aus obiger Gleichung ergibt sich nach gehöriger 
Bestimmung der Integrations- Constante: 

wo 9? von den beiden Winkeln, die eine Tangentialebene mit 
der Unterlage bildet, denjenigen bezeichnet, zwischen dessen 
Schenkeln sich die Flüssigkeit befindet. Aus letzterer Glei- 
chung findet man für die Höhe des ebenen Theiles des Niveaus: 

/ = aj/'l j/l —cosi. 
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Ferner ergibt sieh für den Unterschied der Höhen zwischen 
dem ebenen Theile des Niveaus und dem äussersten Rande der 
Flüssigkeit: 

z —z —ay2, 
welcher Ausdruck natürlich mit der Grenze für den Pfeil des 
Capillarmeniscus in einer Röhre bei einer Flüssigkeit zusam* 
menfällt^ die mit der Röhrenwand den Randwinkel 0^ oder 
180^ bildet. 

Die obigen Formeln können ohne merklichen Fehler bei 
Quecksilbertropfen in Anwendung gebracht werden, deren 
Aequatorradius ein halbes Decimeter übersteigt. Bei einem 
Tropfen von solcher Grösse, der sich in freier Luft auf einer 
Unterlage aus Glas befand, gelangte Quincke (a.a.O.) zu 
den folgenden Resultaten: 



Gewicht 
in Grammen. 


Aequator- 
radius. 


z 


je'-/" 


Temperatur. 


369,18 


5,18 


0,3498 


0,2a59 


18?6 



Mittelst der obigen Formeln berechnet man hieraus für i 
den Werth 136^ 56' und für die Constante — a^cosi den Werth 
0,0258. Endlich kommt o = 0,481. 
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m. 

Modification des hydrostatischen Drnckes dnrch Ca- 
pillarwirknng ; Anziehnngs- nnd Ahstossnngserschei- 
nnngen hei zwei in einer Flüssigkeit schwim- 
menden Körpern. 



1. Modiflcation des bydrostatisclien Druckes durch 

Capülarwirkung. 

Die Oberfläche eines festen Körpers, der in eine schwere 
Flüssigkeit eingetaucht ist, erleidet, wofern zwischen dem 
Körper und der Flüssigkeit keine Wirkung stattfindet, einen 
vertical aufwärts gerichteten Druck, welcher dem Gewichte 
der verdrängten Flüssigkeit das Gleichgewicht halten würde. 
Dieses Gesetz bedarf einer Modification, sobald zwischen dem 
Körper und der Flüssigkeit Capillarkräfte thätig sind. Um 
über diese Kräfte mittelst der an die Spitze unserer Unter- 
suchungen gestellten Variationsformel Aufschluss zu erhalten, 
betrachten wir zunächst den Gleichgewichtszustand, der unter 
den im Folgenden angegebenen Verhältnissen eintritt. 

Ein fester Kreiscylinder werde senkrecht in eine flüssige, 
jenen benetzende Masse, deren horizontale Dimensionen un- 
endlich gross sind, eingetaucht und hierauf senkrecht wieder 
herausgehoben. An der unteren Basis des Cylindera bleibt 
alsdann, selbst wenn jene bereits über den als eben zu be- 
trachtenden Theil des Niveaus gehoben worden, jedoch noch 
nicht eine gewisse Grenzhöhe erreicht hat, Flüssigkeit hängen, 
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und durch die Wirkung einer in der A^se des Körpers thäti- 
gen Kraft kann ein Gleichgewichtszustand erzielt werden. Die 
Oberfläche der Flüssigkeit ist eine Revolutionsfläche^ deren 
Axe mit der des Cylinders zusammenfällt. Ihre Meridiancurve 
berührt den unteren Rand des Cylinders , den wir uns als sehr 
stark gekrümmt denken ^ und sie ist in allen ihren Punkten 
nach aussen hin hohl. Ferner wird sich ergeben ^ dass die 
Entfernung der gedachten Curve von der Axe abnimmt , wenn 
man von dem Rande des Cylinders abwärts schreitet, in einem 
äquatorialen Einschnürungs kreise ein Minimum erreicht, und 
hierauf wieder zunimmt, indem die Curve sich asymptotisch 
dem allgemeinen Niveau nähert. Zur leichteren Bezeichnung 
möge der obere Rand der Oberfläche, d. i. der Kreis, in dem 
sie den Rand des Cylinders berührt, K heissen, sein Radius r, 
seine Höhe über dem allgemeinen Niveau h\ sei der Win- 
kel, den. hier die Meridiancurve mit der Horizontalebene bildet. 
Der Einschnürungskreis heisse Aj sein Radius x^y seine Höhe 
über dem Niveau jeTq. Ein senkrechter Cylinder, der durch A 
gelegt wird, schneide die Ebene des Niveaus im Kreise A\ 
und ein eben solcher durch den Rand K gelegter Cylinder 
schneide die Oberfläche der Flüssigkeit in K' , das Niveau in 
K'\ Der im ü^iveau gelegene unendlich grosse Grenzparallel- 
kreis der Oberfläche heisse J. 

Für die Oberfläche hat man dem Früheren zufolge, wenn 
der Durchschnitt der Cylinderaxe mit dem Niveau zum Coordi- 
nate^ianfangspunkte gemacht wird: 

(ix I , x^ , 



['+©•]• 



wo die gebrochene Potenz positiv zu nehmen ist und rechts 
das obere Vorzeichen für die Fläche JK'A, das untere aber 
für AK gilt. Durch Integration findet man: 

Vol. JA'Ä 



= Xr 



Yol. A'AKK'' . a 
_- = X.. — r sin ü. 

10 
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Hieraus ergibt sich für das Volumen der gesammten über dem 
allgemeinen Niveau befindlichen Flüssigkeit: 

V=rVi7t + 2a^r7t sind — Uy 
unter U denjenigen Theil des Cylinders verstanden, welcher 
zwischen der Ebene K und der Basis liegt. 

Wenn die Querdimensionen der Fläche, welche die Basis 
des Cylinders mit der Mantelfläche desselben verbindet, gegen 
die übrigen Dimensionen verschwinden, so kommt einfach: 

V= r^h7t + la^m sin 0. 

Wenn der Radius des Cylinders sehr gross ist und somit 
die Krümmung in der Richtung der Parallelkreise gegen die 
in der Meridianebene vernachlässigt werden kann, ergibt sich 
natürlich für die Meridiancurve wesentlich dieselbe Gleichung, 
wie für den Hauptschnitt der durch die Capillarwirkung einer 
senkrechten Platte erzeugten Oberfläche, nämlich: 



^ ^ ^ ^ ^ j/4a'''Z^^ + 2a 

wo ZQ = ay2 ist. Die durch letztere Gleichung dargestellte 
Curve , oder vielmehr der über dem Niveau befindliche Zweig, 
nähert sich, wenn z von Null ausgeht und an Grösse zunimmt, 
der Axe, und kommt ihr im Punkte (Xq, z^ am nächsten; hier- 
auf entfernt sie sich wieder von derselben und erreicht ihre 
grösste Entfernung in einem Punkte, dessen Coordinaten fol- 
gende sind: 

z = 2ay x=::XQ + a[y2 — log{\ + y2)]. 

In diesem höchsten Punkte läuft die Tangente horizontal und 
bricht die Curve ab. Die Werthe der Grösse h liegen also 
bei Platten oder Cylindem von grossem Radius zwischen a /2 
und 2a, während die entsprechenden Werthe von zwischen 

— und liegen. 

Nach den über die Oberfläche gewonnenen Aufschlüssen 
schreiten wir jetzt zur Bestimmung der Kraft fort, die an dem 
Cylinder thätig sein muss, wenn das Gleichgewicht bestehen 
soll. Zu dem Ende müssen wir zu der Variationsformel zurück- 
gehen, die uns als Ausgangspunkt diente, indem die beiden 
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aus letzterer gewonnenen Gleichungen für die Oberfläche auch 
nur über letztere Aufschluss zu geben im Stande sind. 

Die am Cy linder wirkende, in die Axe fallende Kraft, 
welche den Capillarkräften das Gleichgewicht hält, werde durch 
P bezeichnet und als positive Grösse eingeführt, wenn sie in 
der der Schwere entgegengesetzten Richtung wirkt. Man hat 
alsdann dem Früheren zufolge im Falle des Gleichgewichtes: 

Pdp-odO — adSl — sdfzdk^O. 

Es werde aber das System so variirt, dass der Cylinder um 
die Grösse dh nach unten hin verschoben wird, die Oberfläche 
der Flüssigkeit aber um dh' nach oben hin. Da hierdurch 
das Volumen der Flüssigkeit nicht geändert werden darf, so 
hat man zur Bestimmung des Verhältnisses zwischen 6h und 
öh'j wie man leicht einsieht: 

r^Tt dh=(fdf -fdr) äh', 

wo df und df" die Projectionen der Elemente der Oberfläche 
der Flüssigkeit auf die Niveauebene Taezeichnen und das erste 
Integral sich über die Elemente des zwischen A' und J ge- 
legenen Theiles der Niveauebene erstreckt, während das zweite 
sieh über den Theil ausdehnt, der von den Kreisen A' und 
K" begrenzt wird. Der letzte Ausdruck lehrt aber, dass die 
lineare Variation öK gegen öh verschwindet, und daher kann 
für die Bestimmung der Variationen von und Sl die neue 
Oberfläche als mit der ursprünglichen zusammenfallend gedacht 
werden. Nun sei L der Kreis , in dem der Cylinder in seiner 
neuen Lage von der neuen Oberfläche geschnitten wird, und 
ein durch L gelegter senkrechter Cylinder schneide die Ober- 
fläche des Cylinders in der ursprünglichen Lage im Kreise M. 

Es ist dann: 

dO^-KL, dSl^'-KM, 

wenn KL der Theil der ursprünglichen oder neuen Oberfläche 
ist, welcher von den Kreisen K und L begrenzt wird, sowie 
KM denjenigen Theil der Oberfläche des Cylinders in der ur- 
sprünglichen Lage bedeutet, welcher zwischen Kund M liegt. 
Man hat also: 

o80 + Gi8Sl^--o{KL-KM). 
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Lassen wir aber von den Punkten des Kreises M auf die 
Oberfläche der Flüssigkeit Perpendikel herab, und bezeichnen 
den Kreis , in welchem letztere von den Perpendikeln getrolBfen 
wird, durch N, so ist: 

und folglich: 

dO + o dü = — 2mosmQ .dh. 

Man hat ferner: 

dp d]c = - 8h Jz df+ SJi {fz df -^Jz df) , 

wo das erste Integral rechts sich über den unterhalb K ge- 
legenen Theil des Cy linders und die Projectionen df der Ele- 
mente jenes Theiles auf die Niveauebene erstreckt, während 
die übrigen Integrale dieselben Grenzen, wie die früher auf- 
geführten Integrale mit df oder df haben, und z sich auf 
das senkrecht über df oder df befindliche Element der Ober- 
fläche der Flüssigkeit bezieht. 

Dem über die letzte Oberfläche früher Gefundenen zufolge 
ist aber der Coefficient Von 81i gleich 2a^7trsind, so dass 
das Glied mit dJi gegen das mit dh verschwindet; somit 
kommt: 

dfzdk = '^dh(r^h7t''ü), 

wo U wie früher den unterhalb K gelegenen Theil des Cylin- 
ders bedeutet. Bemerkt man nun endlich noch, dass die vir- 
tuelle Geschwindigkeit der Kraft P gleich —Sh ist, sowie dass 
von der Aenderung der benetzten Oberfläche des Gefässes 
(von unendlich grossen horizontalen Dimensionen) abzusehen 
ist, so kommt nach Substitution der gewonnenen Ausdrücke 
in die Variationsformel: 

P=s(r^h7t- ü) + 2rjtosind, 
oder, wenn wie früher durch V das Volumen der über der 
Niveauebene befindlichen Flüssigkeit bezeichnet wird: 

oder in Worten: die Kraft P hält dem Gewichte der gesamm- 
ten über der Niveaufläche befindlichen Flüssigkeit das Gleich- 
gewicht. Natürlich muss zu dieser Kraft noch das Gewicht 
des Cylinders selbst addirt werden. 

Die letzte Gleichung gilt oflFenbar auch dann noch, wenn 
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der Uylindor so sehr dorn Niveau gonähort >vird^ dass dio 
FlUsBigkoit übor don Uand tritt und die cyliudrische äeiton- 
fläubo borttkrt; ^obei jodoch dio Basis noch Ubor dorn Mivoau 
liegen muBS. Wenn aber der Körper unter die Niveauebene 
tritt, 80 hat man, unter F' das von der Niveauebene ab- 
geaohnittenQ Volumen dos Körpers, unter V aber das der ge- 
sammten über der gedachten Ebene befindlichen Flüssigkeit 
vorstanden: 

wo fUr den Fall, dass der ganze Rand unter dem Niveau liegt, 

zu setzen ist: 

F- 2a'r;r. 

Es ist alsdann 8 F' die GröBse des hydrostatischen Druckes, 
der der Schwere entgegen wirkt, und der in Folge der CapiU 
laritätswirkung um 2sa'*r7tr irno vermindert wird. 
Unter don Versuchen, durch welche die Gleichung: 

ihre BeBtätigung findet, gedenken wir zuerst der von Hagen 
angestellten. Derselbe brachte einen ringförmigen Hohlcylin- 
dor in Anwendung, der aus Guayakholz gedreht war. Der 
äussere Radius r^ betrug 1,563, der innere Radius r, 1,193 
Centimoter. Der Ring wurde an einer Waage äquilibrirt; 
hierauf wurdo demselben ein Gofäss mit WaHser von unten 
bor genähert, bis der Ring mit der Oberfläche in Berührung 
kam. Durch Hebung und Senkung der Flüssigkeit imd durch 
Belasten der Waagschale wurde nun erzielt, dass der Waage- 
balken horizontal zu stehen kam, während die Flüssigkeit am 
Hinge hing, und zwar so, dass ihre Oberfläche die äussere und 
innere cylindrischo Fläche des Ringes am unteren Rande be- 
rührte, was nahe gleichzeitig stattfinden musste. Für diese 
Verhältnisse wurde dann endlich das Gewicht Q bestimmt, 
welches der Wirkung der FlüH.sigkeit auf den Ring das Gleich- 
gewicht hielt. Ausserdem wurde noch für sich an einer kreis- 
förmigen Scheibe von dem Radius 1,563 die Erhebung h der 
Basis bestimmt, bei welcher die Oberfläche der Flüssigkeit die 
begrenzende cylindrischo Fläche berührt. Für frisches Wasser 
"wurde gefunden: 
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h = 0,2955 Centimeter, G = 1,912 Gramm. 
Wenn wir nun aber den für P früher gefundenen Ausdruck 
auf den vorliegenden Fall ausdehnen und berücksichtigen , dass 
das mit TJ bezeichnete Volumen ohne merklichen Fehler ver- 
nachlässigt werden darf, so kommt: 

Durch Substitution der beobachteten Werthe findet man für a^ 
den Werth 0,0557, welcher in der That zwischen den^früher 
aufgeführten Werthen jener Grösse liegt. 

Eine weitere Bestätigung des für P abgeleiteten Ausdruckes 
entnehmen wir den Versuchen Gay-Lussac's (Poisson, nou- 
velle theorie de Vaction capillaire) über die Kraft, welche dazu 
erforderlich ist, eine Platte von der daran haftenden Flüssig- 
keit abzuziehen. Diese Kraft kommt offenbar dem Maximum 
unter den Werthen von P gleich, die den verschiedenen Wer- 

then von 0, welches alle Werthe zwischen und — annehmen 

kann, entsprechen. Wenn aber der Radius der Platte, gegen 
die Constante a gehalten, sehr gross ist, so treten in dem Aus- 
drucke für V die beiden letzten Glieder gegen das erste zu- 
rück, so dass das gedachte Maximum sehr nahe dann eintritt, 
wenn h seinen grössten Werth 2a erreicht, was für = 
stattfindet. Dem Früheren zufolge haben wir daher für die 

fragliche Kraft: 

P = 2sar^jt. 

Gay-Lussac beobachtete nun beim Wasser, Alkohol und 
Terpentinöl und bei einer Scheibe von 5,9183*" Radius die in 
der folgenden Tabelle zusammengestellten Werthe für das er- 
wähnte Maximum. Denselben sind die Werthe der Constante 
a^ beigefügt, wie sie sich aus P mittelst der letzten Formel 
berechnen. 



Flüssigkeit. 


Spec. Gewicht. 


P 


a« 


Wasser . . 


1,00000 


59,40 


. 0,0729 


Alkohol . . 


0,81961 


31,08 


0,0297 


» • • 


0,85950 


32,87 


0,0302 


j» • • 


0,94153 


37,15 


0,0321 


Terpentinöl 


0,86946 


34,104 


0,0318 
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Die berechneten Werthe von c? stimmen in befriedigender 
Weise mit denjenigen überein, welche aus der Capiliarhöhe 
abgeleitet werden, die Gay-Lussac bei den gedachten Kör- 
pern in einer Röhre von 0,06472*" ßadius und bei ungefähr 
ein und derselben Temperatur wie bei den mitgetheilten Mes- 
sungen, nämlich 8^5 C bestimmt hat. Dies ersieht man aus 
folgender Tabelle. 



Flüssigkeit. 


Spec. Gewicht. 


Capillar- 
erbebnng. 


a« 


Wasser . . 
Alkohol . • 

» • • 

»> • • 

Terpentinöl 


1,00000 
0,81901 
0,85950 
0,94153 
0,80946 


2,31034 
0,91823 
0,93008 
0,99973 
0,99510 


0,0757 
0,0304 
0,0308 
0,0330 ' 
0,0329 



2. Anziehnngs- und Abstossungserscheinungen bei zwei in einer 

Flüssigkeit schwimmenden Körpern. 

Eine besonders interessante Anwendung findet die Theorie 
der üapillarität auf die Erklärung der Anziehung und Ab- 
stossung, die man bei Körpern beobachtet, welche auf der 
Oberfläche einer und derselben Flüssigkeit schwimmen. Wir 
wollen hier den speciellen Fall betrachten, wo die beiden Kör- 
per zwei senkrechte und parallele Platten von sehr grosser 
Breite sind und in einer Flüssigkeit schwimmen, deren hori- 
zontale Dimensionen sehr gross sind. Die Oberfläche der Flüs- 
sigkeit ist dann in dem grösseren Theile der Breite der Platten 
merklich cylindrisch und fällt nahe mit der Fläche zusammen, 
die im zweiten Probleme besprochen wurde; von dem nicht 
cylindrischen Theile der Flüssigkeit kann man absehen. 

An der ersten Platte unterscheiden wir die Fläche F^^ 
welche von der ersten Platte ab- und der einen Hälfte des 
ebenen Theiles des Niveaus zugekehrt ist, und ferner die 
Fläche JFj, welche der zweiten Platte zugekehrt ist. An der 
ersten Fläche steige die Oberfläche der Flüssigkeit bis zur 
Höhe Zf^ über die Niveauebene und schneide in die Platte un- 
ter dem spitzen Winkel i^ ein. Für die Fläche i\ sei z^ die 



154 Modificat. d. hydrost. Druckes durch Capillarwirk. ; Anziehungs- u. 

Höhe der Oberfläche und i^ der ßandwinkel. Damit beide 
Platten im Gleichgewicht bleiben, sind an jeder zwei Kräfte 
anzubringen, die in der zu den Breitenkanten B senkrechten 
Mittelebene der beiden Platten liegen. Wir wollen uns hier 
damit begnügen, die Summe der horizontalen Componenten 
jener zwei Kräfte für die erste Platte zu bestimmen. Diese 
Summe sei P und werde in der Richtung von der zweiten 
Platte zur ersten positiv gerechnet; sie wird gefunden, wenn 
wir eine Variation an dem Systeme vornehmen, wodurch die 
erste Platte der zweiten genähert oder von ihr entfernt wird, 
während letztere ungeändert bleibt. Für eine solche Variation 
ist, wenn dx die Grösse bedeutet, um welche die Distanz der 
Platten vermindert wird: 

Pdx + 2JodO + Zco dSl + Uco' *ß' + s dfz dh = 0, 
wo sich o und Sl auf die erste, (o und Sl' auf die zweite 
Platte beziehen. 

Was die Variation der flüssigen Masse betrifft, so werde 
die neue Oberfläche zwischen den Platten dadurch erhalten, 
dass man die ursprüngliche Oberfläche senkrecht nach oben 
um 8h verschiebt. Die auf der Seite von F^ gelegene Flüssig- 
keit werde durch die ursprüngliche Oberfläche und ausserdem 
durch das unendlich schmale Band begrenzt, welches erhalten 
wird, wenn man die ursprüngliche Oberfläche nach der Fläche 
Fq in ihrer neuen Lage hin in der Richtung der Tangential- 
ebene ihres höchstgelegenen Randes verlängert. Die jenseits 
der zweiten Platte gelegene Flüssigkeit bleibe ungeändert. 

Wie man leicht findet, ist alsdann für die auf der Seite 
der ersten Platte befindliche äussere Flüssigkeit: 

für die von den Platten eingeschlossene Flüssigkeit hat man: 
(JO = -i(J^, 8^==--?4^dx + Bdh, 

dSl' = Bdhy 

und für die ausserhalb der Platten auf der Seite der zweiten 
befindliche Oberfläche der Flüssigkeit verschwinden die Va- 
riationen, 
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Es. ergibt sich femer für den auf der Seite von Fq ge- 
legenen Theil der äusseren Flüssigkeit, wenn die je(-Coordina- 

ten von der Niveauebene aufwärts gerechnet werden: 

* 



Für den Theil der Flüssigkeit zwischen den beiden Platten 
hat man: 

zdl^Sh j zdf-Bdx j zdz=^V8h-\Bz^^8x, 



wenn df die Projection eines Elementes der Oberfläche der 
zwischen . den Platten befindlichen Flüssigkeit auf die Niveau- 
ebene und V das Volumen der zwischen den Platten über der 
Niveauebene gelegenen Flüssigkeit bezeichnet. Im Falle einer 
Depression der Flüssigkeit ist für V das negativ genommene 
Volumen des Raumes zu nehmen, der nach oben durch die 
Niveauebene , nach unten durch den unter dem Niveau gelege- 
nen Theil der Flüssigkeits - Oberfläche begrenzt wird. 

Für den dritten Theil der Flüssigkeit verschwindet die 
Variation des Schwerpunktsmomentes Jz dh. 

Die Grössen dx und Sh sind von einander abhängig, da 
das Volumen der Flüssigkeit durch die Variation nicht ge- 
ändert werden darf, und zwar hat man, unter d die Entfer- 
nung der Platten verstanden: 

Man bemerke noch, dass dem Früheren zufolge für die Flächen 
Fq und jF\ folgende Relationen bestehen: 

Cös ^Q + 0) = , cos i^ -|- cjj = 0. 
Nach allem Vorhergehenden findet man jetzt durch Substitu- 
tion in die Variationsformel: 

P = 4s J5 [;e:^^ '-Zq^ + 2 a* (sin i^ — sin Iq) ] 

Das letzte Glied dieser Formol verschwindet in allen Fällen, 
weil sein letzter Factor verschwindet. Hiervon kann man sich 
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überzeugen; indem man mit Hülfe der Differentialgleichung 
erster Ordnung für die Oberfläche zwischen den Platten die 
Grösse F berechnet. Unmittelbarer ergibt sich jene Beziehung, 
wenn man bemerkt ; dass der Ausdruck : 

- [sr+{G) + a)B] dh 
die Summe der virtuellen Momente für eine Variation ist, wo- 
bei die Oberfläche der Flüssigkeit zwischen den Platten um 
Sh gehoben wird, während die Oberfläche ausserhalb der Plat- 
ten dem entsprechend gesenkt wird. Jene Summe muss aber 
verschwinden. Es ist also: 

•P= ^sB [z^^ — 0Q^ + 2a^ (sin i^ — sin Iq)]. 

Wir wollen jetzt diese Formel auf einige einfachere Fälle 
anwenden. 

Hat man es erstlich mit einer einzelnen Platte zu thun, 
so verschwindet P, weil sein letzter Factor in Folge der Dif- 
ferentialgleichung erster Ordnung für die Capillarfläche ver- 
schwindet. Die Wirkung der Capillarkräfte auf eine einzelne 
senkrecht eingetauchte Platte lässt sich hiemach durch ein 
Gegenpaar ersetzen, dessen Ebene auf den Breitenkanten senk- 
recht steht; es erleidet aber die Platte keinen horizontalen 
Zug. Das Moment des gedachten Gegenpaares lässt sich durch 
eine Variation bestimmen , wobei die Platte um eine den Brei- 
tenkanten parallele Axe gedreht wird. 

Bei zwei Platten, deren Flächen sämmtlieh von der Flüs- 
sigkeit benetzt werden, hat man zu setzen: 

o = oj' = — ö und iQ = i^ = 0. 
Femer findet man dem Früheren zufolge: 

^i' = V + ^'S 
wo / die Erhebung der tiefsten Seite der cylindrischen Fläche 

über das Niveau bedeutet, welche die Flüssigkeit zwischen 
den beiden Platten nach oben begrenzt. Hiemach hat man: 

P=lsB/K 
Jede der Platten erleidet hiernach in Folge der Capillarkräfte 
dieselbe Wirkung in horizontaler Richtung, wie wenn auf die- 
selbe eine auf ihr senkrechte Kraft wirkte, die sie der anderen 
Platte zu nähern strebt. Die Grösse dieser Kraft ist dem 






-• *. 
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Quadrate der Capillarerhebung zwischen den Platten propor- 
tional, folglich, wenn die Entfernung der Platten sehr klein 
ist, umgekehrt proportional mit dem Quadrate dieser Ent- 
fernung. 

Dieselbe Art der Wirkung, wie die im vorhergehenden 
Falle erörterte, findet statt, wenn keine Fläche der Platten 
von der Flüssigkeit benetzt wird. Auch ist die Grösse der 
Horizontaikraft dieselbe, wofern sämmtlicbe Flächen von der 
Flüssigkeit berührt worden. Man hat alsdann nämlich: 

0) e= o' = , t^ = i^ = 180^ 

Nehmen wir endUch noch an, dass der Randwinkel für 
die Flächen der ersten Platten und für die der zweiten 180® 
betrage, so dass alsdann die erste Platte benetzt wird, die 
zweite aber von der Oberfläche der Flüssigkeit zwar berührt, 
aber von letzterer nicht benetzt wird. Alsdann |ist für die 
erste Platte: 

wonach man, unter s den Winkel verstanden, welchen die von 
den Platten eingeschlossene Oberfläche in ihrer Inflexionslinie 
mit dem Horizonte bildet, findet: 

P=: — 5^ (1 — cos s) a?. 

Die Capillarwirkung sucht also die erste Platte von der zwei- 
ten zu entfernen, und ein Gleiches ergibt sich für die Wirkung 
auf die zweite Platte. Die Grösse der Kraft, welche die eine 
und andere Platte in horizontaler Richtung zu bewegen sucht, 
nähert sich, wie das Frühere ersehen lässt, dem Maximum 
sBa\ wenn die Entfernung abnimmt, während sie sich mit 
wachsender Entfernung der Platten der Grenze Null nähert. 



IV. 

Gleichgewiclit eines Systemes, das ans zwei 
Flüssigkeiten nnd einem festen Körper zn- 

sammengesetzt ist. 



1. AUgemeine Betrachtungen. 

Die Variationsformel, welche wir zu Anfang für das Gleich- 
gewicht einer Flüssigkeit und eines festen Körpers aufgestellt 
haben, lässt sich leicht für den Fall verallgemeinern, dass eine 
zweite Flüssigkeit zu jenen beiden Körpern hinzutritt, von der 
natürlich vorausgesetzt wird , dass sie sich mit der ersten Flüs- 
sigkeit nicht mischt. An den Oberflächen der Flüssigkeiten 
sind alsdann drei verschiedene Theile zu unterscheiden. Die 
freien Theile der Oberflächen seien und 0', die Flächen, 
auf denen der feste Körper von der einen und anderen Flüs- 
sigkeit berührt wird, £1 und ß', und die Fläche, auf welcher 
sich die beiden Flüssigkeiten berühren, werde durch T be- 
zeichnet. Es seien ferner P,- und P/ die äusseren Kräfte, q 
und Q die Dichtigkeiten, s und s die specifischen Gewichte 
für die eine und andere Flüssigkeit, o und o' zwei Constanten, 
die von der Natur der Flüssigkeiten, co und co' zwei Constan- 
ten, die von der molecularen Wechselwirkung des festen Kör- 
pers und der Flüssigkeiten abhängen, endlich r eine Constante, 
die sich durch die Molecularwirkung bestimmt , welche an der 
Berührungsstelle der Flüssigkeiten eintritt. Man hat alsdann, 
wenn von dem äusseren Drucke abgesehen wird: 
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Wir werden uns hier zunächst auf die Betrachtung solcher 
Fälle beschränken ; wo die eine Flüssigkeit, wir wollen an- 
nehmen die erste ; ganz von der anderen umschlossen ist; und 
wo überdies beide Flüssigkeiten nur der Wirkung der Schwer- 
kraft ausgesetzt sind. Die Flächen und £1 treten alsdann 
nicht auf und für die Oberfläche der zweiten Flüssigkeit gel- 
ten genau dieselben Gesetze , als ob sie keine andere Flüssig- 
keit einschlösse ; die sich durch Variationen ableiten lassen, 
wobei die eingeschlossene Flüssigkeit ungeändert bleibt. Hier- 
nach haben wir bloss auf die erste Flüssigkeit unser Augen- 
merk zu richten, und folglich hat man für solche Variationen, 
wobei die Oberfläche der zweiten Flüssigkeit ungeändert bleibt, 
wie sich sogleich aus 11. 1 ergibt: 

d{sfzdTz + sJz dl'\ -xöT=0. 
In BetreflF der Constante r bemerke man, dass sie verschwin- 
det, wenn sich die zweite Flüssigkeit von der ersten nicht 
unterscheidet, und dass sIq den Werth o + o' annimmt, wenn 
beide Flüssigkeiten an ihrer Berührungsstelle sich ganz in- 
different verhalten. 

Mit einem Systeme der oben besprochenen Art hat man 
es bei einem Quecksilbertropfen zu thun, der im Innern einer 
flüssigen Masse auf einer festen horizontalen Unterlage ruht, 
die von der Flüssigkeit ganz benetzt wird. 

Der Variationsformel zufolge muss die Tropfenoberfläche 
die Unterlage im Umfange des Kreises, auf dem der Tropfen 
ruht, berühren, was auch durch die Beobachtung für den Fall, 
dass der Tropfen in Wasser sich befindet, bestätigt wird. 

Für die Oberfläche des Tropfens ergibt sich eine Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung, die sich nur durch den Werth 
der früher durch a^ bezeichneten Constante von derjenigen 
unterscheidet, welche für den Fall gilt, wo der Tropfen sich 
in einem Gase befindet. An die Stelle von a* tritt jetzt der 
Ausdruck: 

s — s 
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Wenn der Aequatorradius des Tropfens immer grösser und 
grösser wird, so wird sich hiernach die Meridiancurve dem 
Querschnitte der cylindrischen Capillarfläche mit der Constante 
t^ nähern. Als Grenzen für die Höhe / des Scheitels und die 
Höhe /" des Aequators ergeben sich bezüglich: 

Für die Grössen / und /" fand Quincke (vergl. PoggendorfPs 
Annalen Bd. CV) an einem Quecksilbertropfen von etwa S""" 
Radius unter Wasser und bei einer Temperatur von 15jl C. 
folgende Werthe durch Messungen, die um etwa 10 Minuten 
aus einander lagen: 



z 


z" 


0,3492 
0,3370 


0,0979 
0,0977 



Die beobachteten Werthe können ohne erheblichen Fehler 
für die Grenzwerthe der betreifenden Grössen genommen wer- 
den, wie solches auch dadurch bestätigt wird, dass sie sich 
annähernd wie 2 zu 2 — j/2 verhalten. Alsdann findet man 
bei Zugrundelegung der Werthe von z — /" für die Constante 
^2 die Werthe 0,0316 und 0,0286, ferner t = 0,398 und 0,361. 
Derselbe Beobachter fand für / bei einem Quecksilbertropfen 
vom Radius 3,94 unter Salzsäure unmittelbar nach dem Auf- 
legen und neun Stimden später bei einer Temperatur von 26J2 C. 
die Werthe 0,3514 und 0,3338. 

Des Folgenden wegen bemerken wir noch ausdrücklich, 
dass in dem hier in Rede stehenden Falle, wo die beiden 
Flüssigkeiten sich nicht mischen, die Constante i^j und also 
auch r, wie sich aus obigen Formeln sogleich ergibt, noth- 
wendig stets positiv ist. 

2. Gleichgewiclitsfläclien einer ruhenden, der Schwerkraft 

entzogenen Flüssigkeit. 

Für die in der letzten allgemeinen Variationsformel auf- 
tretende Arbeit der Schwerkraft kann man das Product aus 
dem Gewichte in die virtuelle Geschwindigkeit des Schwer- 
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pnnktes der als ein Ganzes genommenen Flüssigkeiten in der 
Richtung des Lothes setzen. Dies Produet verschwindet, so 
oft die beiden Flüssigkeiten dasselbe specifische Gewicht haben 
und bei der vorgenonmienen Variation in der Oberfläche der 
omschliessenden Flüssigkeit keine Aenderung stattfindet. Hier- 
nach verhält sich die eingeschlossene Flüssigkeit gerade so, 
als ob sie der Schwere ganz entzogen wäre. Ihre Oberfläche 
kann hierbei ganz frei oder aber zum Theil mit einem Kör- 
pcJ in Berührung sein, der mit einer dünnen Schicht derselben 
Flüssigkeit überzogen ist. Die freien Theile derselben müssen 
der Gleichung genügen: 

*r=o, 

woraus sich sogleich ergibt: 

1 ,1^_ 

Die Flächen, welche der in Rede stehenden Gleichung ge- 
nügen, sind entweder Flächen maximae oder minimae areae. 
Wie bekannt, lehrt das Princip der lebendigen Kräfte, dass 
das Gleichgewicht stabil oder labil ist, je nachdem bei jeder 
unendlich kleinen Versetzung die Arbeit der auf das System 
wirkenden Kräfte, die im Falle des Gleichgewichtes ein Un- 
endlich-Kleines der zweiten Ordnung ist, negativ oder positiv 
ausfällt. In unserem Falle ist demnach das Gleichgewicht der 
eingeschlossenen Flüssigkeit stabil oder labil, je nachdem die 
Arbeit der Molecularkräfte, —tdT, negativ oder positiv ist, 
oder auch, da r positiv ist, je nachdem dT positiv oder ne- 
gativ, die Oberfläche der eingeschlossenen Flüssigkeit also 
eine Fläche minimae oder maximae areae ist. 

Ein System von zwei Flüssigkeiten der hier betrachteten 
Art hat Plateau zuerst hergestellt, indem er eine Oelmasse 
in ein Gemisch von Alkohol und Wasser brachte, welches 
dasselbe specifische Gewicht wie das Oel hatte (Eecherches 
exjyerimentales et tJieoriques sur les figures (Tequilihre d'ime masse 
liquide Sans pesanteur; Memoires de Vacaäemie roi/ale de Bei- 
gique, tomes XVI, XXIII, XXX, XXXI). 

Wenn die eingeschlossene Flüssigkeit , also Oel , ganz frei 
ist, so nimmt sie die Gestalt einer Kugel an, die in der That 

Beer, Elast'icilät und Capillarität. 11. 21 
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obiger Differentialgleichung genügt. Wird aber in die ein- 
geschlossene Flüssigkeit ein fester Körper gebracht, der von 
einer Rotationsfläche begrenzt und mit einer dünnen Oelschicht 
überzogen ist; so nimmt auch die eingeschlossene Flüssigkeit 
unter regelmässigen Verhältnissen die Gestalt einer Rotations- 
fläche an, deren Axe mit der des festen Körpers zusammen- 
fällt. Ein Gleiches gilt auch dann, wenn mehrere feste Kör- 
per der angegebenen Art mit der Flüssigkeit in Berührung 
gebracht werden, sobald nur die Axen der verschiedenen Kör- 
per zusammenfallen. 

Die Rotationsflächen, welche der oben erwähnten Differen- 
tialgleichung genügen, lassen sich ohne Schwierigkeit finden. 
Wir denken uns zu dem Ende die Axe der jSf-Coordinaten in 
der Axe des festen Körpers befindlich. Die Entfernung von 
dieser Axe bezeichnen wir durch rr; alsdann schreibt sich die 
Differentialgleichung wie folgt (vergl. II. 4) : 

di2 



X 



dx ( __ 



d l \ ... \ = ex dx. 

Durch eine erste Integration findet man: 

, (cx^4-c) dx 
dz = — - - i r- ■ , 

y4X'^ — (cx:^ -^-cY 

wo c und c zwei willkürliche Constanten sind, die aber reell 

11 X dz 

sein müssen, weil die Grössen ^tt-V-it uiid r ^ 

Ri R^ {dx^+dz^)^ 

sind. Für die letzte Differentialgleichung kann man setzen: 

» 

, x^ + l/u. Uo j 

dz = ~ ^ - ^ ^ dx, 

y{x^—u^){u^-x'^) 

wo u^ und U2 die Wurzeln folgender quadratischen Gleichung 

sind: 

c^y? + (2 cc' - 4) «* + c'2 = 0. 

Da wir aber offenbar nur solche Fälle zu berücksichtigen ha- 
ben, in denen x und zugleich der Differentialquotient y- reell 

it X 

ist. so kann man, unter u^ und a^ zwei positive Grössen ver- 
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standen; von denen diese letzte die grössere ist; setzen: u^ = a^>; 
^8 = ^8^; und man hat dann: 

Mittelst der Substitution: 

x^ = a^^ sin ^(p + a^ cos ^q) , 
welche folgende Gleichungen liefert: 

, a^c^ sing) cosw , 



y{x^ — ttj^) («g^ — x^) = («2* — «1^) sin q)C0sq), 
findet man jetzt durch Integration: 

^ = - «^y J {c, (p) d(p + aj j-(c~^y 
wo zu setzen ist: 



J (c, (p)=:j/i — c^ shi ^9 , c^ — 



«2* - «1 



Die hier gefundenen Gleichgewichtsflächen th eilen sich je nach 
dem Vorzeichen des zweiten Gliedes in dem Ausdrucke für g 
in zwei Hauptgruppen, nämlich in solche, bei denen die Vor- 
zeichen von a^ und «j gleich sind, und in solche, bei denen 
diese Grössen entgegengesetzte Vorzeichen aufweisen. Den 
Uebergang von der einen dieser Gruppen zur anderen bildet 
die Fläche, welche zum Vorschein kommt, wenn, eine der ge- 
dachten Grössen verschwindet. Es ist dies die Kugel, welche 
noch als besonderen Fall die Ebene in sich begreift, die er- 
halten wird, wenn die nicht verschwindende Grösse über alle 
Grenzen wächst. Hiernach gewinnen wir über alle Flächen, 
mit Ausschluss der erwähnten besonderen Gestalten, einen Ueber- 
blick, wenn wir in dem Ausdrucke für a der Grösse a^ einen 
bestimmten von Null verschiedenen Werth beilegen, und die 
Grösse a, von jenem Werthe an bis ins Unendliche wachsen 
lassen. 

Nehmen wir erstlich die beiden Integrale mit gleichen Vor- 
zeichen. Bei gehöriger Wahl des Coordinatenanfangspunktes 
hat man dann für eine Fläche der Gruppe die beiden folgen- 

11* 
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den Gleichungen, in denen F und E wie gewöhnlich die ellip- 
tischen Integrale der ersten und zweiten Art bedeuten: 

x^ = a^ sin ^fp + a^ cos \ , 

und man erhält sämmtlicbe Punkte der Fläche, indem man den 
Winkel 9? von — 00 bis + oo variirt. 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt, dass die auf 
der einen Seite der Axe gelegene Hälfte des Meridianes zwi- 
schen zwei jener Linie parallelen und in den Abständen a^ 
und «2 gelegenen geraden Linien hin- und herläuft, abwechselnd 
die eine und die andere der Geraden berührend. Es leuchtet 
ferner ein, dass eine solche Hälfte aus lauter congruenten In- 
tervallen besteht, deren Länge den Werth: 

hat, wo jF' und E' die vollständigen elliptischen Integrale be- 
zeichnen (deren Amplitude ^Jt ist). Hiemach wird es ge- 
nügen, von einer der gedachten Hälften ein solches Intervall 
näher zu betrachten. Da aber der Meridian auch in Bezug 
auf die xy-Ythene symmetrisch ist, so genügt es, dasjenige 
Stück desselben zu betrachten, dessen Grenzen den Werthen 

7t 

q) = 0, 9 = ^ entsprechen. Für (p = ist auch ^=0 und x=a2f 

welches die grösste Entfernung von der Axe ist. Mit wach- 
sendem g? nähert sich die CurvB der Axe und zwar hat man 
für diese Annäherung, wenn das betrachtete Stück auf der 
Seite der positiven z liegt: 

äz _^ x^ -\' a^a^ d'^z ^ («^ + «2)^ («^ «g — x^) x 
dx~ B ' rf^" W ' 



wo JB der absolute Werth' der Wurzel }/(x- — a{^) ipc^ — ^'^) 
ist. Die Curve kehrt also anfänglich der Axe ihre hohle Seite 
zu, und die Tangente, welche im Ausgangspunkte jener Linie 
parallel ist, bildet, während sich die Curve von der a;j/- Ebene 
entfernt, immer grössere Winkel mit derselben Linie. Dies 
geht so fort bis zur Entfernung ]/a^a^ von der Axe, wo eine 
Inflexion eintritt und von wo ab die Curve nach der Axe hin 
ihre convexe Seite kehrt, während die Neigung der Tangente 
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gegen die Axe wieder abnimmt. Es kommt endlich die Curve 

der Axe am nächsten für 9? = ^ oder a: = ai, wo die Tangente 

mit der Axe wiederum parallel läuft. Die hier besprochenen 
Flächen nennt Plateau mit Rücksicht auf die Gestalt ihrer 
Meridiancurve Unduloide. 

Da wir gleich nachher von den betreflfenden Formeln Ge- 
brauch machen werden, wollen wir auch noch das Volumen 
und die Oberfläche eines Intervalles eines Unduloides suchen. 
Für das Volumen hat man: 






«1 



Mittelst der schon oben benutzten Substitution: 

x^ = a^ sin (p^ + «/ cos (p^ 
erhält man hieraus folgende Formel: 

V=27ta,n [J^{c,(p)+'qJ(c,(p)]dcp, 


worin der Modulus c den früheren Werth hat und q den Quo- 
tienten «1 : «2 bedeutet. Nun hat man aber weiter : 

-'^"^^^^-J £^r'd m/^^d M"- 





^ / sin (f^ 

J ^(C;9 







Das letzte rechts auftretende Integral findet man durch Dif- 
ferentiation des Ausdruckes sincp coscp J{c,(p). Diese gibt: 

d [sintp cos 9? z/ (c, g?) ] 

(^ S'lfh OD^ COS CD dCD 

^^cos^ip ^(c,q>) d<p — sin^(p ^{c,(p)d(p —r-, ^ 

Hieraus folgt: 
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sin(p^ dq) ^2{\+(^) j sin(p^d(p 1 i dtp 



9) 

Ö 

Damach hat man also: 






fp)d<p^\[{A-^c')E'+{c^-\)F'] 

Somit kann man endlich folgende Formel für das gesuchte Vo- 
lumen aufstellen: 

In ähnlicher Weise finden wir für die Oberfläche eines Un- 
duloid - Intervalles : 

= 47t lxds = iJt(a^ + a^) /_' . ^ A^ 

= i7ta.^^{l + q)E\ 

Als Grenzformen für die Flächen, welche sich einem ge- 
gebenen Werthe von «1 zuordnen, erhält man einerseits, näm- 
lich für «2 = ^1; den Cylinder, dargestellt durch die Gleichung: 



X:=a^. 



Und andererseits , nämlich für «2=00, erhält man die Fläche, 
deren Gleichung die folgende ist: 

Diese Gleichung findet sich leicht aus der obigen Differential- 
gleichung zwischen x und is, die jetzt durch einen Logarith- 
mus integrirt werden kann. Der Meridian der in Rede stehen- 
den Fläche ist, wie man sieht, eine Kettenlinie, deren Sym- 
metrieaxe auf der Revolutionsaxe senkrecht steht, und welche 
sich der letzten Axe bis auf die Entfernung a^ nähert. Pla- 
teau nennt die Fläche selbst ein Katenoid. 

Für die zweite Hauptgruppe von Flächen hat man bei 
gehöriger Wahl des Coordinatenanfangspunktes : 
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x^ =^ «j* ,sV)i *9? + tc/ cos *9?. 

Aach diese Flächen bestehen aus Intervallen , die einander con- 
gruent sind und von denen ein jedes wiederum aus zwei con- 
gruenten Hälften besieht. Sämmtliche Punkte einer solchen 
Hälfte erhalten wir, wenn wir in den obigen Gleichungen der 

Amplitude <p nach und nach alle Werthe von bis - beilegen. 

In einer Meridiancurve entspricht dem ersten Werthe jef = 
und .r==a3, welches die grösste Entfernung von der Axe ist. 
Schreiten wir von dem durch jene Coordinaten bestimmten 
Punkte; in welchem die Tangente der Axe parallel ist, auf 
dem Theile der Curve fort, der auf der Seite der positiven 
liegt, 80 nähern wir uns fortwährend der Revolutionsaxe, und 
die Art der Näherung wird durch die folgenden Differential- 
quotienten bestimmt: 

<1s a, cc^ — .r* (Pz - («, — cc^Y («j a^ + x^) x 

rf^r""" "~It ' 1:1?' K^~ • 

Aus letzterem Ausdrucke ersehen wir, dass der Winkel zwi- 
schen der Tangente und der Axe stetig wächst. In der Entfer- 

nung J^WiÄg beträgt er 90° und für 9--^, .rr=«^, je—a^ J"— a^i?' 

wird er 180^ Der Theil der Curve, dessen Endpunkte um 
«j und ]/ai«2 von der Axe entfernt sind, ist nach der Axe 
hin concav. Der Theil, welcher sich an jenen in der letzt- 
genannten Entfernung anschließt und an seinem anderen Ende 
einen um die Axe mit dem Radius «^ beschriebenen Cylinder 
berührt, ist nm^h jener Linie hin convex. Wegen der Gestalt 
des Meridianes einer vollständigen Fläche der erörterten Art, 
welcher mit einer verschhmgonen Cycloide Aehnlichkeit hat 
und somit in gleichen Intervallen Schleifen mit Doppelpunkten 
aufw^eist, hat Plateau diese Flächen NodoYde genannt. Das 
oben betrachtete Intervall nähert sich, wenn man «^ der Grösse 
«1 nähert, schliesslich einem verschwindenden Kreise, und 
wenn man n^ über alle Grenzen wachsen lässt, so nähert sich 
der im Endlichen bleibende Theil eines Intervalles der Me- 
ridiancurve einer Kettenlinie. 
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Aus den zahlreichen Versuchen, welche Plateau (I.e.) 
über die Gleichgewichtsflächen einer der Schwerkraft entzoge- 
nen Flüssigkeit angestellt hat, heben wir die folgenden als 
Bestätigungen der vorhergehenden Betrachtungen hervor. 

Der gedachte Forscher stellte die cylindrische Oberfläche 
her , indem er zunächst im Inneren einer Mischung aus Alkohol 
und Wasser eine Masse Olivenöl von demselben specifischen 
Gewichte mit zwei gleichgrossen Metallringen von kreisförmi- 
gem Querschnitte und mit gemeinschaftlicher Axe zur Adhärenz 
brachte. Die Oberfläche bietet alsdann, von den Stellen ab- 
gesehen, an denen die Ringe anliegen, drei verschiedene Theile 
dar. Auf den beiden Ringen nämlich sitzen zwei congruente, 
nach aussen convexe Kugelabschnitte auf, und von dem einen 
Ringe zum anderen wird die Flüssigkeit durch eine nach aussen 
convexe Revolutionsfläche begrenzt, deren Axe durch die Mit- 
telpunkte der Ringe geht und welche in Bezug auf eine in 
der Mitte zwischen den Ringen auf der Axe senkrecht stehende 
Ebene symmetrisch ist. Es wurde hierauf der eine Bing längs 
der Axe verschoben. In Folge dessen nimmt die Convexität 
der Oberfläche ab, bis schliesslich der mittlere Theil derselben 
vollkommen cylindrisch erscheint. Es muss aber bemerkt -wer- 
den, dass sich nur dann ein solcher Cylinder herstellen lässt, 
wenn die Entfernung der Ringe ihren Umfang nicht übertrifft, 
indem bei grösserer Länge des Cylinders nach Plateau's 
Beobachtungen das Gleichgewicht ein labiles ist. Durch An- 
wendung zweier Ringe, deren äusserer Radius 3,57'^'" betrug 
und deren Querschnitt den Radius 0,037''°' hatte, stellte Pla- 
teau einen Cylinder her, bei dem die Entfernung der nach 
aussen gekehrten Grundflächen der Ringe 5,779'^'° betrug, wie 
sich im Mittel aus mehreren mit dem Kathetometer angestell- 
ten Messungen ergab. Mit Hülfe desselben Instrumentes wurde 
die Entfernung der Scheitel der beiden sphärischen Menisken 
zuerst zu 7,679'^'" und hierauf, nachdem das Gemisch aus Al- 
kohol und Wasser umgerührt worden, zu 7,702'^'" bestimmt. 
Um die Bestätigung, welche die Theorie durch die mitgetheil- 
ten Messungen findet, zu erkennen, bemerke man, dass die 
Summe der Hauptkrümmungen an den Theilen der Oberfläche, 



und einem fcHten Köq^er zuBamniengeHctzt iut. 169 

welche nicht feste Körper bedecken; constant bleiben muBS; 
und somit der Radius der beiden Menisken; welche die Ringe 
ausserhalb berühren; gleichkommen muss dem Doppelten des 
Radius des Cylinders oder des äusseren Radius der Ringe, 
welche von dem Cylinder längs ihres äusseren Aequators be- 
rührt werden. Nun findet man aber leicht unter Zugrunde- 
legung der angegebenen Dimensionen eines Ringes für die Höhe 
eines sphärischen Meniscus, der den letztgenannten Bedingun- 
gen genügt; über den Aequator des Ringes den Werth 0,941***. 
Für dieselbe Grösse ergeben sich aber aus den Daten der zwei 
Beobachtungen die Werthe 0,950'" und 0,961'". 

Ein vollständiges Intervall einer Fläche der ersten Gruppe, 
begrenzt von zwei auf einander folgenden Eins chnürungs krei- 
sen, wurde von Plateau hergestellt, indem er um einen mit 
einer Oelschicht überzogenen Eisenstab eine Masse Oel goss. 
Sie legte sich um denselben in Gestalt eines Ringes an, der 
nach aussen von dem gedachten Intervalle begrenzt wird , und 
es berührt die Oberfläche der Flüssigkeit die des Cylinders 
längs der beiden Einschnürungskreise. 

Ein Theil einer Fläche derselben Art, in dessen Mitte 
sich aber nicht eine Ausbuchtung, sondern eine Einschnüning 
befindet, wurde von Plateau wie folgt hergestellt. Er er- 
zeugte zuerst zwischen zwei Ringen von T"^ Durchmesser, die 
um 11*^" von einander abstanden, einen Oelcylinder. Hierauf 
wurde das Oel theilweise durch Aufsaugen mittelst einer Pi- 
pette entfernt. Der Cylinder schnürt sich in der Mitte ein 
und das Oel ist hier in der Ebene des Meridians nach aussen 
hin hohl; während es in der Nähe der Ringe convex ist. Die 
Einschnürung konnte so weit getrieben werden, dass der Durch- 
messer in der Mitte nur mehr 2,7'"° betrug. Solche Stücke der 
Flächen erster Art, deren Symmetrie -Ebene in eine Ein- 
schnürung oder Ausbuchtung fällt, sind, wenn sie zwischen 
dünnen Scheiben oder Ringen hergestellt werden, der Beobach- 
tung zufolge nur so lange stabil, als die Entfernung der letz- 
teren ein Intervall der Fläche nicht übertrifft; von dieser Re- 
gel ist das Gesetz über die Stabilität des Cylinders ein be- 
sonderer Fall, indem für die Grenze 1 des Verhältnisses a^: «g 
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die Länge jenes Intervalles dem Umfange eines Kreises vom 
Radius «^ gleichkommt, da dann c = 0, F'=E'={7t werden. 

Um einen Theil eines Nodoi'des zu erhalten, dessen Sym- 
metrie-Ebene mit der Mittelebene eines der oben betrachteten 
Intervalle zusammenföllt, hat man nach Plateau wie folgt zu 
verfahren. Zwischen zwei gleichen, auf derselben Axe senk- 
recht stehenden Scheiben stellt man zuerst einen Cylinder her. 
Hierauf nähert man die Scheiben einander. An die Stelle der 
Cylinderfläche treten zunächst Theile von Unduloi'den, die 
nach aussen hin convex-convex sind. Für eine gewisse Ent- 
fernung der Scheiben ist die ihre Ränder berührende Ober- 
fläche eine Kugelzone. Die ebenfalls convex-convexen Flächen, 
welche auftreten , wenn die Entfernung noch weiter vermindert 
wird, sind Theile des Nodoides. Die Flächen sind nur so 
lange stabil, als die Tangentialebene der Fläche da, wo sie 
die Ränder der Scheiben berührt, einen Winkel mit der Ro- 
tationsaxe bildet, der kleiner als 90^ ist. 

Man bringe femer zwei Scheiben auf die angegebene Weise 
in eine Entfernung, die ungefähr dem dritten Theile ihres 
Durchmessers gleichkommt. Alsdann kann man durch Ent- 
fernung eines Theiles der Flüssigkeit es bewirken, dass die 
Oberfläche derselben beide Scheiben nicht mehr an den Rän- 
dern, sondern längs Kreisen berührt, die den Rändern con- 
centrisch sind und auf je einer der nach innen gekehrten 
Flächen der Scheiben liegen. Die concav-convexe Oberfläche 
ist alsdann ein Theil des Nodoides und die Symmetrie -Ebene 
derselben geht durch eine der Doppellinien des Nodoides , von 
dem sie einen Theil ausmacht. 

Endlich möge noch erwähnt werden, wie Plateau das 
Katenoi'd herzustellen gelehrt hat. Zwischen zwei Ringen, 
deren äusserer Durchmesser T,!*"" und deren Entfernung 4,5'" 
betrug, wurde zuvörderst ein Cylinder hergestellt und hierauf 
die Masse der Flüssigkeit durch Aufsaugen vermindert. Die 
auf den Ringen aufsitzenden Kugelabschnitte verlieren in dem 
Maasse, als sich der Cylinder einschnürt, ihre Convexität, 
werden flach und schliesslich werden die Basen nach aussen 
hin hohl. In dem Falle, wo die Basen beim Uebergange aus 
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der Convexität in die Concavitüt eben sind, muss die concav- 
convexe Fläche ; welche die flüssige Masse seitlich begrenzt; 
ein Eatenoid sein, da letzteres die einzige concav-convexe 
Revolutionsfläche ist, bei der die Summe der Hauptkrümmun- 
gen verschwindet. 

Von besonderem Interesse sind die in Folge einer Er- 
schütterung eintretenden Bewegungen und Gestaltveränderun- 
gen ^ welche Plateau an einem künstlich hergestellten flüssi- 
gen Cylinder beobachtet hat , dessen Länge vielmal grösser ist 
als sein Umfang; dessen Gleichgewicht also nach dem Obigen 
nur labil ist. Der Hergang ist folgender. Bei einer möglichst 
schwachen und regelmässigen Erschütterung beginnt der Cy- 
linder an gewissen Punkten sioh einzuschnüren, deren Ent- 
fernung von einander seinem Umfange gleichkommt; an den 
Stellen, welche in der Mitte zwischen je zwei Einschnürungen 
liegen, entstehen zu gleicher Zeit Ausbuchtungen. Indem der 
horizontale Durchmesser dieser Bäuche wächst, bildet sich an 
jeder Einschnürungsstelle als Verbindungsglied je zweier auf 
einander folgenden Bäuche ein Cylinder, dessen Länge fort- 
während zunimmt und dessen Durchmesser stetig kleiner wird. 
Dabei nähert sich die Gestalt der Bäuche, je mehr dieselben 
sich in verticaler Richtung zusammenziehen, mehr und mehr 
der Eugelform. Wenn die Gestaltveränderung so weit fort- 
geschritten ist, dass die Länge der die Bäuche verbindenden 
Cylinder gleich ihrem Umfange geworden ist, mithin die Sta- 
bilität derselben aufhört, so kann zweierlei eintreten. Ent- 
weder zerreissen die Cylinder und es bilden sich aus den 
Bäuchen gleich grosse, kugelförmige Tropfen, deren Abstand 
gleich ist dem Umfange des ursprünglichen Cylinders; oder 
aber, wenn der Hergang möglichst regelmässig verläuft und 
die Verbindungscylinder den Erschütterungen widerstehen , bau- 
chen sich diese in ihrer Mitte von Neuem aus, und die Flüs- 
sigkeit zeigt also jetzt die grösseren primären und mit diesen 
abwechselnd die kleineren secundären Bäuche, welche sämmt- 
lich durch Cylinder von gleichem Durchmesser verbunden sind. 
Beim weiteren Verlaufe nimmt der Horizontal -Durchmesser 
aller Bäuche, sowie die Länge der Verbindungscylinder wieder 
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zu , der Durchmesser der letzteren dagegen ab , und wenn dann 
ihre laänge von Neuem ihrem Umfange gleich geworden ißt, 
ihre Stabilität also aufhört, so zerreissen dieselben meist und 
es entstehen aus den Bäuchen daher abwechselnd grössere und 
kleinere kugelförmige Tropfen, wobei die kleineren jedesmal 
in der Mitte zwischen zwei grösseren liegen und der Abstand 
der letzteren von einander gleich dem Umfange des ursprüng- 
lichen Cylinders ist. Es kann aber auch bei sehr regelmässi- 
gem Hergange geschehen, dass die Verbindungscy linder in dem 
zuletzt beschriebenen Stadium den Erschütterungen Wider- 
stand leisten und noch einmal in der Mitte sich ausbuchten, 
wobei dann also grössere, mittlere und kleinere Bäuche sich 
zeigen, die beim endlichen Zerreissen der Verbindungsfäden 
grössere, mittlere und kleinere, in regelmässiger Folge ab- 
wechselnde, kugelförmige Tropfen erzeugen. 

Um nun den theoretischen Zusammenhang der hier be- 
schriebenen Vorgänge zu erkennen, erinnern wir zuerst daran^ 
dass, falls eine der Schwere entzogene Flüssigkeit sich in la- 
bilem Gleichgewichte befindet, die von den Molecularkräften 
bei einer unendlich kleinen Gestaltveränderung geleistete Ar- 
beit — oST im ersten Augenblicke positiv ist und auch im 
weiteren Verlaufe positiv bleibt, so lange nicht die Flüssig- 
keit durch eine stabile Gleichgewichtslage hindurchgeht. Falls 
also dieselbe sich ursprünglich nicht in der Lage des stabilen 
Gleichgewichtes befand, so muss bei allen durch die Mole- 
cularkräfte bewirkten Gestaltveränderungen ST negativ sein, 
d. h. die Flüssigkeit strebt, indem sie ihre Oberfläche fort- 
wahrend verkleinert, mehr und mehr der Fläche minimae 
areae zu. Wird nun der bei den in Rede stehenden Ver- 
suchen vorausgesetzte ursprüngliche Cylinder, dessen Halb- 
messer a sei, unendlich wenig und möglichst regelmässig er- 
schüttert, so wird derselbe die Gestalt eines Unduloides an- 
nehmen, für welches die Halbmesser der Einschnürungen und 
Ausbuchtungen resp. a — ft und a + v sind, unter (i und v 
zwei unendlich kleine Grössen verstanden. Die Länge eines 
Intervalles dieser Fläche ist aber nach dem Obigen 2 a jc, gleich 
dem Umfange des ursprünglichen Cylinders, woraus sich also 
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die erfite Bildung der EiuBchnUrungen und Außbuehtungen er- 
klärt» Eb ist nun ganz natürlich; daas bei regelmäsulgem Ver- 
laufe die Mittelebenen der Einschnürungen ihre Lage unver- 
ändert behalten und die Oberflächen der einzelnen Theile, 
worin die Flüsnigkeit zerfällt; solche Oestalten zeigen; die 
stetig in einander verlaufen und, wenn ihre Grenzen befestigt 
würden, für die von ihnen uinschloBHeue FlüsHigkeit stabile 
öleichgewichtsfiguren darstellen würden. Der Theil der Flüs- 
sigkeit , welcher zwischen zwei Einschnürungsebenen enthalten 
ist, besteht im weiteren Verlaufe aus niner mittleren Ausbuch- 
tung, die nach dem eben Gesagten nur von einem Intervall 
eines Undulotdes begrenzt sein kann, an welche sich zwei Cy- 
lindei* ansetzen. Bezeichnen wir wie früher den Einschnürungs- 
und AusbuchtungshalbmesHor dos Undulox'des mit «^ und a^, 
sowie das Vorhältniss derselben «j : «j, mit q, so ist die Länge 
des Bauches nach dom Früheren: 

2 («, r+ a,E') --2«, (ß'+ q V), 

und also die Länge dor beiden Ansatzcylindor zusammen- 
genommen ; 

2l«jr-a,(Zv"+ryi'")J, 

wobei die auftretenden voUytändigon elliptiechcm Integrale sich 
wieder auf den zu q complemontären Modulus e beziehen. Da 
nun nach dem Obigen d(iv Radius dnr Verbindungscylinder 
gleich flfj sein rausS; so findet man nach den früher (H. 165) 
abgeleiteten Formeln für das Volumen W und die Oberfläche 
T der ganzen zwischen zwei EinschnürungHi^benen enthaltenen 
Flüssigkeit: 

^^--2«/r/:^[«;r-«,(J(;'+(7/^"J| + f«/7r|f2 + 3^/+27''^jJi^^^ 

Da nun nach dem Obigen das Volumen W constant bleiben 
muBS, so haben wir als JlfidinguugMgleichung für alle in Frage 
kommenden, den Variationen 6({.j^ und 6q (mtsprechenden Ge- 
staltveränderungen : •• 

<Jir-0; 

welche, unter B(jrücksichtigung der bekannten Formeln: 
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dq "~ (?q ' 

dE'_ q{F'-^E') 
dq ~ c^ 

gehörig entwickelt, liefert: 

2«g^:r + «J(2 + 3g-g^)-E-(g'+3g»).Fn 

Aus der Formel für T findet man: 
dT=:A7c\[aq7C+1cc^{E'-q^F')\5ai + a^{a7C-a^qF')8q\', 

setzt man nun in diese Gleichung für dq seinen vorhin an- 
gegebenen Werth eiu; so findet man nach einigen Umfor- 
mungen : 

a,{l + q)E'+1q[a7C-a,{E--\.qF')] 

Der Coefficient von öa^ in dieser Formel ist negativ, denn der 

Factor 

q^r^2E' 

des Zählers ist negativ und der Ausdruck: 

an^a^{E'+qr) 

ist seiner Bedeutung nach stets positiv. Es folgt das Erstere 

dF' 
aus der oben angeführten Formel für -^ — ; da nämlich dieser 

Differentialquotient negativ ist, muss 

q^r^E\ 

also um so mehr der in Rede stehende Ausdruck negativ sein. 
Einem positiven ö a^ entspricht somit ein negatives ö T, woraus 
folgt; dass bei den Gestaltveränderungen des flüssigen Cylin- 
ders, wie sie oben beschrieben wurden, bei denen '«g stetig 
wächst, die Oberfläche in der That sich fortwährend verklei- 
nert, wie es nach unserer Theorie erforderlich ist. Es folgt 
hieraus auch, was .oben schon vorausgesetzt wurde, dass der 
Cy linder, dessen Länge seinen Umfang übertrifft, eine Fläche 
maximae areae ist, sowie dass keine der folgenden Gestalten 
der Flüssigkeit ei%Q Gleichgewichtsfläche ist, obschon sie alle 
aus Theilen bestehen , welche für sich allein betrachtet Gleich- 
gewichtsflächen sind. Das Letztere geht indess auch ohne 
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VVcntnroH dariiu» hnrvor, da»» in Jntlom dnr VorbindungHcylin- 
dor dio Hummo dor IlauptkrUininungon kloiuor int, wio in don 
AuMbnchtnngcm. Auch orhnllt jetzt, warum dio Vnrbindungn- 
eyiindori wonn »iu oiiio bontinunto iJingn orroicht liabon und 
nicbt ssnrrmiiNnn, Hich von Nouom aunbuchton mÜHHon. 

DaHH, währond dnr AuHbuchtungHhalbnumHor «^ wIlchHt, 
din Lllngo dor Bftuclio abnnlimon, aUo din Lllng« dor Vorbin- 
dungHcylindor ssunohnmn muRs, folgt obonno auH unHoron For- 
moln. Donn bozoiohnon wir dio Lllngo dor Hiluciu^ mit Lp 
so i»t: 

woran» folgt: 



1 



^Ul (1 fi){K'+(iF')6(t, + a,{r K)ä(i. 



Sotzon wir auoh hior für 6<i Hoinon obon angogobonon Worth, 
Hl) konnnt naoh oinigon Undormungon: 

'Ut^ift f «, Kl 7) A" y7»/'''| •' 

Dor Factor: 

im Zälilor dioHo» Auitdruckcm int »totH nogativ, da für jodcs q, 
wio man »ich mittoUt dor olliptiHolion Tafoln Uborzougt, dor 
Coofüciont von « kloiuor iwt, wio dorjonigo von «g, und audom 
dor Natur d(U' Saclio nach «^ ntotH grllHHor iwt, aU «. Kbonno 
Uborzougt man nich mittoiHt dor olli|)tiN(*hoti Tafoht, daHN dor 
AuMdruok: 

(1+7 + 27')^'' (3+7)/^'' 

von bin go «iotig wlloh«t, wonn q von 1 hh abnimmt. 
DarauH folgt, daHM dor (]ooffioi(U)t von 6(^ in vorntohondor 
Formol Htots nogativ IhI, worauH Hioh hIho dio VorkUr«ung 
dor HHuoho und Momit nownhl dio anfiitiglioho ttildung aU naoh- 
horig(j Vorlllngorung dor Vorbindungncylindor aln nothwondig 
orgibt. 

Naoluhnn wir ho dio in l{<'do Ht(^hondon Vorgllngo im All- 
gomoinon aU mit tmHoror Thoorio in UoboroinHtimmung naoh- 
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gewiesen haben , ist es auch leicht ^ dieselben im Einzelnen mit 
der Rechnung zu verfolgen. Bedenkt man, dass das oben mit 
W bezeichnete Volumen constant und zwar gleich 2«^^^ sein 
muss; so hat man folgende für a^ cubische und für q trans- 
scendente Gleichung: 

aus welcher für ein gegebenes «g oder q resp. das zugehörige 
q oder a^ berechnet werden muss. Fasst man den Moment ins 
Auge, wo die Länge der Verbindungscylinder gleich ihrem 
Umfange geworden ist, so muss man zu vorstehender Glei- 
chung noch folgende hinzufügen: 

ajc — «2 (-E'+ qF') = a^qic. 

Eliminirt man aus beiden -Gleichungen a^, so erhält man für 
q leicht folgende transscendente Gleichung: 

Z{E'+qF'+q%f-n^[^ngp+{2+Zq^-2q^)E'--q^F']==.. 

Die Auflösung derselben liefert g = 0,1563. Mittelst dieses 
Werthes erhalten wir dann weiter: 

a2 = l?545, «1 = 0,2414. 

Für die Länge und das Volumen einer Ausbuchtung in diesem 
Grenzfalle findet sich resp. 4,766 und 19,48, für die Länge 
und das Volumen eines der Verbindungscylinder dagegen 1,517 
und 0,278. Wenn die Verbindungscylinder zerreissen, sich 
also nur Tropfen von einerlei Art bilden, so wird das Vo- 
lumen eines Tropfens 19,76 und sein Halbmesser demnach 
1,677; der Abstand zweier Tropfen ist 6,283. In dem Falle 
dagegen, dass die Verbindungscylinder sich von Neuem aus- 
buchten, sich also Tropfen von zweierlei Art bilden, wird das, 
Volumen eines grossen Tropfens wenigstens nahe gleich dem 
oben gefundenen Volumen 19,48 einer primären Ausbuchtang 
sein, während das Volumen eines kleinen Tropfens nahe dem 
Volumen 0,278 eines Verbindungscylinders gleichkommen wird, 
woraus sich die Halbmesser der grossen und kleinen Tropfen 
resp. gleich 1,669 und 0,410 ergeben; ihr Abstand ist 3,142. 
Dasselbe Verhältniss endlich wie zwischen a^ und a^ wird an- 
nähernd auch zwischen den Halbmessern der secundären Aus- 
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« 

buchtungen und der die grossen und kleinen Ausbuchtungen 
verbindenden Flüssigkeitsfäden bestehen. 



3. Gleiohgewiohtsfläohen einer gleichförmig rotirenden, der 
Schwerkraft entzogenen Flüssigkeit. 

Wir wollen jetzt ein aus einer umschlossenen und einer 
umschliessenden Flüssigkeit bestehendes System betrachten und 
annehmen; dass jede der specifisch gleichschweren Flüssige 
keiten um eine und dieselbe; in die Richtung des Lothes fal- 
lende Axe mit einer constanten Winkelgeschwindigkeit rotire, 
was die weitere Annahme involvirt, dass die Oberfläche der 
umschlossenen Flüssigkeit, sowie das GefäsS; welches die ein- 
schliessende Flüssigkeit enthält, die Gestalt einer Rotations- 
fläche habe, deren Axe mit der Rotationsaxe zusammenfllllt. 
Von der Reibung zwischen den Theilchen des festen Gefässes 
rtid den Theilchen der äusseren Flüssigkeit, sowie von der 
Reibung an der Grenzfläche beider Flüssigkeiten soll ganz ab- 
gesehen werden. Die theoretischen Ergebnisse, zu denen wir 
gelangen werden, müssen uns auf die Gestaltveränderungen 
führen, welche Plateau in seinen bekannten Versuchen an 
einem in einer Mischung von Alkohol und Wasser rotirenden 
Oeltropfen zuerst beobachtet hat. 

Dem d'Alemb er tischen Principe zufolge halten sich die 
verlorenen Kräfte an dem Systeme der Flüssigkeit, solches 
ruhend gedacht, das Gleichgewicht. Es bestehen aber die ver- 
lorenen Kräfte aus den Molecularkräften, aus den Schwerkräf- 
ten und aus den Centrifugalkräften. Da uns nur die Bestim- 
mung der Oberfläche der eingeschlossenen Flüssigkeit beschäf- 
tigen soll, so werden wir nur solche Variationen zu betrachten 
haben, wobei die äussere Oberfläche der äusseren Flüssigkeit 
ungeändert bleibt. Die Glieder der allgemeinen Variations- 
formel für ein aus zwei Flüssigkeiten von gleichem specifischen 
Gewichte bestehendes System, die sich auf die Schwerkraft 
und auf die äussere Oberfläche der umschliessenden Flüssig- 
keit beziehen, verschwinden aber für die gedachten Variatio- 
nen, und als äussere Kräfte sind mithin nur die Centrifugal- 

Beer, Elasticiläl und Capillaiilät. 11. ^2 
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176 Gleichgewicht eines Systeme«, da« aus ' ,^ ^^ R^tatioTiBaicC 

. t- ;,t P8 auch lei*-' . "^u derselben durchj», 

gewiesen haben , «t es aucn ^u ^3^. 

1er Rechnung zu verfolgen. , ,^^fttgalkra£te 

TT bezeichnete Volum''- 

muss , so hat man ' y rp! dpi • Q ^^ 

Bcendente Gleichf '/.^' V^;' 0'«^ 8x dh', 

Auge, • , /..•■S'^' 

chur j;;,,,^ ^0^ J . f,r die eingescUossene 

.^vfeeit- <J' derselben Fläche ist: 
^-/..^r^ Vormale q,,^^ r^2 5« df. 

'^^■^ UCe-9)j ,i, Hauptkram- 

Her weiterhin, wenn K, una 2 ^^ ^g^. 

3r- ^::ard- ^ache T sma, solche .n 
'»'"'^ Weise gerechnet: 

S"° Tier rotire»ae» »ss.gkfflt te >o g 



^' ^' ^"^ • . Da die Trennungsfläche 

r eine wiUkürUche Constante ist. v ^^ ^„^^^ ^^^^ 

die Integration der ooig 

zunächst, wenn noch ^^^q^^q^)^^ 

bezeichnet werden (vergl. H- 4) : 



~ir^ 
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(dx^ + de*)* 
Ate iDtegration liefert alsdann: 

Dieses Int^ral ist ein hyperelliptisches nnd die vollständige 
Discossion aller in der vorstehenden Gleichung enthaltenen 
Arten von Flachen mit grossen Schwierigkeiten verbunden. 

In den folgenden Betrachtangen soll darum nur auf die- 
jenigen Flachen Rücksicht genommen werden, welche in der 
Rotationsaxe Scheitel aufweisen, und deren Meridian eine in 
sich geschlossene Curve ist. Solche aber können offenbar nur 
auftreten, wenn c = ist. Der Zähler des lutegranden zieht 
sich alsdann auf eine Function dritten Grades von x, der Ra- 
dicand im Integrale auf eine Function dritten Grades in Bezug 
auf a^ zurück und das Integral wird ein elliptisches. Der 
Radicandus hat, wegen der gemachten Unterstellung, minde- 
stens ein und höchstens drei Paare reeller, entgegengesetzt 
gleicher Wurzeln. In dem ersten Falle möge der absolute 
Werth der reellen Wurzeln, im zweiten Falle der grösste der 
absoluten Werthe durch Xj bezeichnet werden. Es ist dann, 
wenn noch der Coordinatenanfangspunkt in einen der gedach- 
ten Scheitel gelegt und fr:a=jp gesetzt wird: 

wo zu setzen ist: 

1 




a = 2i) + a,«, /J = 



a^x^*' 



^md wo femer wegen der Bedeutung von x^ 

ax^ + hxy^ 1 
ist 

Durch die Substitution: 

x^ — s^ = x^u* 

findet man, wenn man zur Abkürzung 

12 
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1 



ax^ 



= Ä 



setzt und die aufgeführten Relationen beachtet: . 

1^ — v? 



V /^^-(i 



u 



du. 



Zur weiteren Umformung setzen wir: 

dadurch erhalten wir: 

_ ^ ^ ^ —w? tang^ \ q) dq) 






1 + 2Ä; 
m^ sin^^q) -^ — ^iw^ (p +m^ cos^ ^q) 




V 



— 1 



ii-^i 




k^m^tang^ ^q) 



x^ I — ^ ^^ dip 



m^ 



( l-cosq) Y 1 + 2* . 2 ^ a/'l + ^ö^^^V 



9 



— 1 



^1 / / .... :;. =dq) 



^•^1 




^ Ä: — m^^öfw^^ ^9 



/7W^ 1+2Ä\ . 2 



9 



>9o x»9o 

Äil?i / dq) 



2m i j/i-c^sin 

9 9 



9 2 / ^i — c^^m^^ 



>9o 

m^i / {tang^\q) — 1) rfy 
2 / j/i — c^sin^q) 

9 

•9o _ ^9o . 

COS g? ^9? 



_(kx^ mx\ l ^^ \ I 

^ \2m "" ~^n yl-c^sin'q) J (j 



(1 +cosq)) j/i—c^sin^q) 



9 9 

wo gesetzt wurde: 
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^^1+ 0^2 y mtang\(pQ^l. 



1+2Ä; 
Im? 

Das erste Integral kann man sofort durch zwei elliptische In- 
tegrale der ersten Art ausdrücken ; das letzte findet man z. B. 
durch Differentiation des Ausdruckes tang \(p j/l — c^ sin^q). 
Man hat nämlich: 



1 — c^ sin^ q) — c^ sin^ q) cosq) ^ 

(1 + cos(p)j/i — (? sin^q) 
Addirt und subtrahirt man im Zähler des letzten Bruches 
cosq), so findet man sogleich: 

d {tang ^q)j/l—c^ sin^ q>) 
cos q> dq) 



= ^ ^ z=: + yi—(?sin^q>.dq>\ 

(1 + cosq>) yi—c^ sin^ q> 

hieraus folgt endlich: 

/ '^^ cosq)dq) 
(1 + cos q)) j/l—i^sin^ q) 

= I yi—c^sin^q) dq) — Itang^q) j/i—(^sin^q)} • 

Nach allem Vorhergehenden ergibt sich jetzt folgender Aus- 
druck für die jSf-Coordinate: 

e^mxAll{c,q))-^(^l-—^F{c,q))-tangiq)^(c,q))Y^ 

in welcher Formel die bei den elliptischen Integralen üblichen 
Bezeichnungen angewandt worden sind und für den Modulus 
c und die Amplituden q) und q)Q nach dem Obigen zu setzen ist : 



<^ = h+ A^2 y q> = 2arctang 



f^-W 



q>Q = 2 arctang — 

Die obigen Resultate wollen wir auf den Fall anwenden, wo 
a und folglich auch h positiv ist; wo also die eingeschlossene 
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Flüssigkeit rascher rotirt; wie die äussere, und sich genau so 
verhält; wie eine einzige ; absolut freie Hüssige Masse > die mit 
der Winkelgeschwindigkeit }/d^ — 6'^ rotirt. Es sind alsdanU; 
wofern wir nur Massen mit endlichen Dimensionen im Auge 
haben; nur solche Werthe von Je zu berücksichtigen; die zwi- 
schen den Grenzen ^ und oo liegen, von welchen die letztere 
dem Falle der Euhe und einer sphärischen Gleichgewichts- 
fläche entspricht, wie sich dieses aus dem Integrale in u er- 
gibt , dessen Radicandus für ifc < ^ reelle Wurzeln besitzt. 

Bezeichnen wir die dem Werthe ^r^ entsprechende ;g?-Coor- 
dinate, also die Entfernung eines Scheitels von der Aequator- 
ebene oder die halbe Axe durch 0^, so ist: 










du, 



oder auch nach dem Obigen: 

und es sind nur solche Werthe von k zu berücksichtigen, für 
welche der letzte Ausdruck positiv wird. Dies ergibt sich, 
wenn wir den Verlauf eines der beiden aus dem Coordinaten- 
anfangspunkt entspringenden Meridianquadranten untersuchen. 
Bedeutet aber B den absoluten Werth der Wurzel: 



so ist: 



yl—Jaö^+hx) 



2 



dz __ ax^ -^hx _^ax[x^ — {\—k) x^\ 
Tx'" B ^ B ' 

d^0_ 3ax^ + ia [Sx^ - (1 - fe) x^^] 
dx^'~ B^ ^ B^ 

So lange die Grösse k zwischen J und 1 liegt, senkt sich; wie 
die letzten Ausdrücke lehren, die Meridiancurve von dem im 
Anfangspunkte liegenden Scheitel unter die Ebene jSf = 0; d.h. 
nach der Seite der negativen hin. Anfänglich kehrt sie die- 
ser Ebene ihre Convexität zu, bis zu dem Punkte, dessen 
Entfernung von der Axe den Werth Xj^j/}(l—k) hat; hier 
kehrt sich nämlich die Krümmung um. JSs fährt aber die 
Curve fort; auch über den Inflexionspunkt hinaus sich voä der 



'^. ■ 
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Ebene z = zu entfernen; die grösste Entfernung erreicht sie^ 
wenn x den Werth x^'/l—k hat und die Tangente zur Re- 
Yolutionsaxe senkrecht steht. Weiter hinaus nähert sich wie- 
derum die Curve der Ebene jer = 0. Das Ende des Quadran- 
ten , das auf den Aequator der Fläche zu liegen kommt, bleibt 
auf der Seite der negativen z, wenn die der Entfernung x^ 
entsprechende Coordinate js^ negativ ist; dies findet; wie wir 
sehen werden , für solche Werthe von k statt, die zwischen ^ 
und einem ausgezeichneten Werthe ib' liegen, der kleiner als 1 
ist und für welchen js^ verschwindet, so dass bei der durch 
diesen Werth bestimmten Fläche die Aequatorebene die zwei 
Hälften der Fläche in ihren Scheiteln berührt. Von den Flä- 
chen, für die k<,k* ist, kann nach Obigem Abstand genom- 
men werden, da ihr Meridian Doppelpunkte aufweist. Wenn 
k zwischen k' und 1 liegt, so wird g^ positiv und es geht folg- 
lich die Meridiancurve durch die Ebene js = hindurch, um 
sich bis zur Höhe jer^ zu erheben. Die beiden Inflexionspunkte, 
welche auf einer Hälfte des Meridianes auftreten, so lange k 
zwischen ^ und 1 liegt, fallen zusammen, wenn jene Grösse 
die letzte Grenze erreicht. Bei allen Flächen, für welche Ä: > 1 
ist, steigt der Meridian, von dem im Anfangspunkte liegenden 
Scheitel ausgehend, über die Ebene e = empor, bis er für 
x = Xi, Js = jSj^ den Aequator der Fläche erreicht 

Aus dem früher aufgeführten Integrale in u ergibt sich 

ff 

für das Verhältniss — , dessen Werth über die Verlängerung 

x^^ 

der Fläche in der Richtung der Revolutionsaxe Aufschluss 
gibt: 

b 

wenn der absolute Werth der in dem ursprünglichen Integrale 
in u auftretenden Wurzel durch N bezeichnet wird. Aus der 
letzten Differentialgleichung ersehen wir aber, dass bei den 
zu betrachtenden Flächen, für die k>k' ist, das Verhältniss 
e^ix^ von seinem Maximalwerthe 1, den es für A;=qo auf- 
weist, stetig abnimmt, wenn k stetig abnimmt, um schliesslich 
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für 4 = 4' zu verschwinden. Hiernach erscheinen die sämmt- 
lichen Flächen in der Richtung der Rotationsaxe abgeplattet, 
und zwar um so mehr, je kleiner Tc ist. Gehen wir von der 
sphärischen Grenzfläche aus, so treten zunächst, wenn Tc klei- 
ner wird, Flächen auf, welche abgeplatteten Rotationsellipsoi- 
den ähnlich sehen. Die Reihe dieser Flächen wird abgeschlos- 
sen mit der Fläche, die dem Werthe ifc==:l entspricht. Für 
diese Fläche wird der Krümmungshalbmesser in den beiden 
Scheiteln unendlich, wie sogleich aus der obigen Formel für 

-T-g folgt. Das Verhältniss der halben Axe zum Aequator- 

halbmesser lässt sich für dieselbe in einfacher Weise durch 
Gammafunctionen berechnen. Da nämlich 

ist, so liefert die Gleichung: 

jetzt 6 = 0. Die ursprüngliche Integralformel liefert daher für 
die halbe Axe der Fläche: 



Z.^l , : dX. 





xfi 



1 X 

Setzt man hierin a = — « und dann für — eine neue Variabele 



y, so kommt: 





Mittelst der Substitution j^ = ;8f findet sich daraus: 

Drückt man die hier auftretende Betafunction in bekannter 
Weise durch Gammafunctionen aus, so erhält man: 
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Nach bekannten Relationen der Gammafunctionen kann man 
zur numerischen Berechnung diesen Ausdruck auch in folgen- 
den umgestalten: 

Hieraus endlich findet sich: — = 0,43 12, 

Nimmt Ä weiterhin an Grösse ab, so treten für l>fc>A;' 
Flächen auf, welche in der Gegend der Scheitel eingedrückt 
Bind und zwei Inflexions- Parallelkreise aufweisen. Die Grenz- 
form für diese Reihe ist die dem Werthe ä; = ä' entsprechende 
Bchüsselförmige Fläche, deren beide Hälften sich in den zu- 
sammeüfallenden Scheiteln berühren. Was das Volumen der 
Flächen betrifft, die uns hier beschäftigen, so hat man: 



x^ dis, 



2 



oder, wenn ao(^ + hx = i gesetzt wird, und da 



x^ 






dz= dx 



ist: 



y _l \ I i di , / i dx 

'^ '^ 



oder: 



|ä a 



oder, da b = — j- ist: 

Xt K 

2. aW=l-^.^- 

fC X* 

Hieraus folgt weiter noch: 

x^ ax^ ^ ^1 
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Xf 1 



3. 



W^ 



Aus den vorBtehenden Formeln ersieht man die Richtigkeit des 
folgenden Satzes: Wenn das Verhältniss -f für zwei 



X, 



rotirende flüssige Massen dasselbe ist; die Gleich- 
gewichtsfiguren derselben also einander ähnlich 
sind, so verhalten sich die Volumina derselben um- 
gekehrt wie die Werthe der Constanten a. Sind die 
Flüssigkeiten beide Mal von derselben Natur, so kann die 
Aenderung der Constante a nur durch eine Veränderung der 
Rotationsgeschwindigkeit bewirkt werden; sind also z.B. beide 
flüssige Massen vollkommen frei und beträgt das Volumen der 
einen nur ein Viertel des Volumens der anderen, so muss die 
kleinere zweimal rascher rotiren, damit die Gestalten beider 
einander ähnlich werden, was durch die Plateau 'sehen Ver- 
suche bestätigt worden ist. Hat man für eine flüssige Masse 
vom Volumen | it und für ein bestimmtes h nach Gleichung 1) 

das Verhältnisse, nach Gleichung 2) (für W '•=-!) die Con- 

x^ 

VT 

stante a und endlich x^^=^l/ — , berechnet, so erhält man für 

eine flüssige Masse vom Volumen ^itX die Grössen x^ und z^, 
indem man die vorhin gefundenen Werthe mit yj, multiplicirt 
und ebenso die Constante a, indem man den vorigen Werth 

mit ---, oder im Falle vollkommen freier Flüssigkeiten von 

gleicher Natur die Rotationsgeschwindigkeit, indem man die 

für die erstere Flüssigkeit geltende mit 1/ y multiplicirt. Man 

bemerke noch, dass, wenn das Flüssigkeitsvolumen J:r ist, 
die schüsseiförmige Fläche (bei welcher z^ =^ ist) für den 
Werth Eins der Constante a auftritt. 

Wir lassefi nun eine Tabelle folgen, in welcher die Werthe 

der Grössen —, aW und x^: Wi aufgeführt sind, wie sie 

sich aus den angenommenen Werthen von Je mittelst der For- 
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mein 1 , 2 und 3 berechnen. Die Genauigkeit der Zahlen geht 
im Allgemeinen nur bis zu der zweiten DecimaUtelle inclusive. 



k 


«, :a:i 


aW 


x^;Wi 


k 


*I ••*! 


aW 


x^i W^ 


0,4295 


0,000 


1,000 


1,325 


0,9 


0,390 


1,043 


1,021 


0,45 


0,033 


1,040 


1,287 


1 


0,431 


1,000 


1,000 


0,5 


0,102 


1,102 


1,219 


2 


0,049 


• 0,675 


0,904 


0,6 


0,205 


1,137 


1,136 


5 


0,831 


0,3W 


0,824 


0,7 


0,282 


1,121 


1,0W 


10 


0,908 


0,182 


0,818 


0.8 


0,341 


1,085 


1,048 


QO 


1,000 


0,000 


0,793 



Wie die obige Tabelle ersehen lässt, wächst der Werth 
von aW anfänglich von der Einheit ausgehend , wenn k, von 
der mit Je bezeichneten Grenze, die der Zahl 0;4295 nahe 
liegt I ausgehend, wächst. Es erreicht die Grösse a TT für einen 
gewissen Werth von Je, der mit i nahe zusammenfällt , ein 
Maximum, um hierauf wieder bis zutn Wertbe 1 abzunehmen, 
den sie für Jc=l erreicht. Indem Je weiterhin wächst, nähert 
sich die gedachte Grösse der Grenze 0. Es folgt aber hier- 
aus, dass für gegebene Werthe der Constanten p und t nur 
so lange Gleichgewichtsflächen mit Scheiteln auftreten , als die 
Grösse 6* — 6'* einen gewissen Grenzwerth nicht übersteigt. 
Dieser Grenzwerth ergibt sich nahezu aus der Gleichung: 

So lange die Grösse 0* — 6'* so klein ist, dass aW zwischen 
und 1 zu liegen kommt, tritt nur eine einzige ellipsoid- 
artige Gleichgewichtsfläche auf, deren Abplattung um so grösser 
^^^} j® grösser der Ueberschuss der Rotationsgeschwindigkeit 
der eingeschlossenen Flüssigkeit über die der äusseren Flüs- 
. sigkeit ist. Wenn aber dieser Ueberschuss eine solche Grösse 
hat, dass aW zwischen 1 und den Grenzwerth 1,137 zu lie- 
gen kommt, so sind zwei Gloichgewichtsflächen möglich, welche 
beide zu den Flächen mit Inflexionslinien gehören. Für eine 
isolirte flüssige Masse, auf die wir uns von hier ab beschrän- 
ken wollen, ergibt sich aus Obigem, dass sie, wenn ihre Ro- 
tationsgeschwindigkeit von Null ausgehend stufenweise grösser 
wird, von der Sphäre ausgehend der Reihe nach die ellip- 
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soidenartigen Oberflächen zeigt. Wenn aber das Quadrat der 

1 R fi T 

Rotationsgeschwindigkeit den Werth — ^=- übersteigt, jedoch 
kleiner als — ^ bleibt, so ist ihre Oberfläche die eine oder 

Q V ' 

die andere von zwei bestimmten Flächen aus der Reihe der 
eingedrückten E'lächen. Welche von diesen zwei Flächen auf- 
trete, wird durch das Rotationsmoment der rotirenden Flüssig- 
keit bestimmt. In Bezug auf diese Grösse sind nämlich die 
beiden gedachten Flächen verschieden, indem das Rotations- 
moment stetig zunimmt, wenn Je von oo ausgehend stetig abnimmt. 
Nimmt dann die Rotationsgeschwindigkeit noch mehr zu, so 
treten als Gleichgewichtsflächen ringförmige Flächen auf, die 
nur noch durch hyperelliptische Functionen darstellbar sind. 

Um uns von obiger Behauptung hinsichtliob des Rotations- 
momentes zu überzeugen, stellen wir die folgenden Betrach- 
tungen an. Bezeichnen wir das Rotationsmoment der mit der 
Winkelgeschwindigkeit rotirenden Flüssigkeit durch Jf, so 
hat man, wofern letztere von einer der Gleichgewichtsflächen 
begrenzt ist, die in der Axe zwei Scheitel besitzen und oben 
näher erörtert wurden: 







woraus sich durch theilweise Integration ergibt: 








Femer findet man, indem man wie früher die Substitution: 

in Anwendung bringt, und zugleich für dz seinen Ausdruck 

in u substituirt: 

1 

Ä - ( 1 + 2 Ä) t*2 + ( 2 + *) M* - M® , 




/# - (1 + 2&) ^2 ^ (2Ä + W) 


Letztere Gleichung geht aber durch die Substitution: 
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u^-m tang \ (p , 

wo m die früher angegebene Bedeutung hat; in die folgende 
über: 

2M' k 





nt(\^n)r^^^^-^dip 





>9o /»Vo 







wo c und 90 die frühere Bedeutung behalten. Um den letz« 
ten Ausdruck bo umzugestalten; das» er sich mit Hülfe der 
elliptischen Integrale berechnen lasse; setzen wir: 

i) 



~ ^-n; 




i/*q) J{c,(p) 


COS q) dq) 



/S^«; 



sin (p" ^ (Cf q)) 


dann wenden wir die Formel: 

. oi 1 — C08W 2 2C08Q) ^ 

'^ 1 + ^o«<)p «m "9 «m V 
an und erhalten: 

2;=.22L2-^o-2S-2, 

T^^a 8iZr_4 — 82L2+ ^0"" 8*Sf_4 + 4S^2f 

rer=32Z«fl-482r_4 + 18Z-2-i^o-32S-ö + 32Ä-4-65^2. 
Zur Berechnung der Grössen Z hat man folgende Reductions- 
formel: 

(2M--3) Z2n^4-(l+c') (2w-2) ^2«-2+ (2n-l) c-Zj« 

tt=: CO« 9o 8inq>^^'^ J (c, %) , 



190 Gleichgewicht eines Systemes, das aus zwei Flüssigkeiten 

welche sich leicht durch Differentiation des Ausdrackes 

cos (p sin (p^^-^/lic^q)) 
ergibt; dieselbe liefert der Reihe nach: 

Femer hat man zur Berechnung der Grössen S folgende Re- 
ductionsformel: 

(w— 1) /S_„ — (n— 2) (^ S-n+2 = — sin ^o""""^* ^(^;9o)> 
wie sich sofort durch Differentiation des Ausdruckes 

ergibt; dieselbe gibt folgende Beziehungen: 

KD- 2 : f 

stn g?o 

0-^6= — T : T + -T" A^-4» 

bstnq)^ 5 

Wenn man nun die beiden letzten Gruppen von Formeln bei 
den Ausdrücken T in Anwendung bringt, so kommt: 

Ti = F(c, 9o) -2E(c, 9o) + 2 tang ^ip^J (c, 90) > 

^6 =tV { [23 - 128 c» (1 - c^)] T, - 8 (2c* - 1) 

L cös^^Oq J cos^ipo ) 

Die Substitution der letzteren Ausdrücke in die fär die Grösse 
M' abgeleitete Formel liefert nun endlich: 
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I rrv 

Was das Rotationsmoment selbst betrifiPt, so kommt; da 



und 



ist: 



wo zu setzen ist: 
5 



aTcx^^ 1 



"-'V'-^"- 



+ 2(l-*)(m«+Ä;)^(c,(]Po) j. 

Hierbei mag noch bemerkt werden , dass für A; = 1 sich auch 
das Rotationsmoment der entsprechenden Fläche durch Gamma- 
functionen darstellen lässt; nach dem Früheren hat man näm- 
lich für diesen Fall: 









Verwandelt man durch die Substitution y^ = is vorstehendes 
Integral in eine Betafunction und drückt diese dann durch 
Gammafunctionen auS; so kommt: 

Jif'=^r(i^)r(ii). 

Mittelst der obigen Formeln sind die Werthe der Grösse 
P: Wi berechnet, die in der folgenden Tabelle neben die 
auch in der ersten Tabelle zu Grunde gelegte Reihe von Wer- 
then der Grösse h gestellt sind. 



t 
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k 


P: Wi 


k 




P: W^ 


k 


PiW^ 


0,4295 


6,348 


0,7 


3,660 


2 


1,820 


0,45 


5,887 


0,8 


3,293 


5, 


1,097 


0,5 


5,109 


0,9 


3,019 


10 


0,753 


0,6 


4,198 


1,0 


2,804 


00 • 


0,000 



In der That bedingt, wie wir aus der letzten Tabelle 
schliessen und wie oben behauptet wurde, ein stetiges Waehs- 
thum des Eotationsmomentes eine stetige Abnahme der Grösse 
hj wenigstens innerhalb der hier ins Auge gefassten Grenzen. 
Die entsprechende Folge von Gestalten ist aber nach dem 
Obigen wesentlich dieselbe, wie sie in den bekannten Ver- 
suchen Plateau's über die Rotation einer der Schwerkraft 
entzogenen Flüssigkeit uns entgegentritt, wenn die IJrehungs- 
geschwindigkeit wächst und alle Verhältnisse möglichst regel- 
mässig sind. Denn dadurch, dass man die Umdrehungs- 
geschwindigkeit der Axe, deren Rotation sich dem Oeltropfen 
in Folge der Adhäsion mittheilt, continuirlich steigen lässt, 
brauchen nicht gerade die in der Oberfläche gelegenen Mole- 
cüle des Tropfens dieselbe fortwährend wachsende Rotations- 
geschwindigkeit wie die Axe zu haben, wohl aber wird das 
Rotationsmoment des Tropfens continuirlich zunehmen und die 
Folge der Gestalten also die sein, welche bei den Plateau- 
schen Versuchen wirklich auftritt: Kugel, abgeplattete ellip- 
soidartige Flächen, an den Polen ausgehöhlte Flächen, die 
tellerförmige Fläche, ringförmige Flächen. 

Dass die Umdrehungsgeschwindigkeit in der Oberfläche 
der flüssigen Masse bedeutend kleiner ist wie die der festen 
Axe, geht auch aus der Anzahl der Umdrehungen hervor, die 
letztere in den Versuchen Plateau^s machen musste, damit 
der Oeltropfen die Gestalt der tellerförmigen Fläche annahm. 
Bei einer Olivenölkugel (specifisches Gewicht 0,919) von 3^° 
Radius, welche in einer Mischung von Wasser und Weingeist 
von demselben specifischen Gewichte 0,919 schwebte, trat dies 
nämlich ein, wenn die feste Axe in der Secunde 2 — 3 Um- 
drehungen machte. Gemäss den beobachteten Capillarerhebun- 
gen können wir aber für die Capillaritätsconstanten o und o 
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beider Flüssigkeiten resp. 0,0335 und 0;0295; demnach alsO; 
wenn wir von der Einwirkung beider Flüssigkeiten auf ein- 
ander absehen und mithin r = o + ö' setzen, für r annähernd 
den Werth 0,063 nehmen. Hiernach ergeben unsere Formeln 
für die höchste zulässige Umdrehungszahl in der Secunde, 
wenn die Gleichgewichtsfläche nicht ringförmig sein soll, etwa 
0,5. Die wirklich beobachtete Umdrehungszahl der festen Axe 
ist also 4 bis 6 mal grösser, als die von der Tl eorie für die 
Oberfläche geforderte. Diese Verlangsamung der Umdrehung 
der Oberfläche hat wohl zum grossen Theile ihren Grund in 
der Reibung der beiden Flüssigkeiten gegen einander; dann 
aber beachte man auch, dass durch die Rotation der Oelmasse 
die angrenzenden Theilchon der umschliessenden Flüssigkeit 
jedenfalls auch in eine, wenn auch viel langsamere, Rotation 
versetzt werden. Da aber die Gestalt des Oeltropfens von der 
Diflferenz 0-^ — 6'^ abhängt, so hat der erwähnte Umstand die- 
selbe Wirkung, als wenn die Geschwindigkeit des Tropfens 
kleiner wäre, als sie wirklich ist. 

Es liegt nahe, die hier gewonnenen Resultate über die 
Gestalt der Oberfläche einer unter dem Einflüsse der Molecu- 
larkräfte rotirenden Flüssigkeit mit den Gesetzen zu verglei- 
chen, welche die Gestalt der Oberfläche in Folge der gegen- 
seitigen Anziehung der Flüssigkeitstheilchen bedingen. Im letz- 
ten Falle genügt bekanntlich das abgeplattete Rotationsellipsoid 
der hydrostatischen Gleichgewichtsbedingung, so lange die 
Winkelgeschwindigkeit eine gewisse Grenze nicht überschrei- 
tet, aber so, dass sich einer jeden unter dieser Grenze liegen- 
den Winkelgeschwindigkeit zwei mögliche Gleichgewichtsflächen 
mit ungleicher Abplattung zuordnen, die auch hier durch ihr 
Rotationsmoment verschieden sind. Die Gestalt der auftreten- 
den Gleichgewichtsfläche hängt hier aber nur von der Winkel- 
geschwindigkeit und der Dichtigkeit der Flüssigkeit ab, nicht 
vom Volumen und der sonstigen Natur derselben, wie es in 

dem von uns behandelten Falle der Molecularkräfte der Fall ist. 

•1 

Fragen wir uns endlich noch, wie sich die Verhältnisse 
in dem Falle gestalten, wo eine rotirende, vollkommen freie 
Flüssigkeit sowohl unter dem Einflüsse der allgemeinen Massen- 

Beer, ElaHÜcilät and CapillariUt. 11. 13 
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anziehung, als der Molecularkräfte steht. Unter Beibehaltung 
der früheren Bezeichnungen können wir die Gleichung, der die 
Oberfläche jetzt genügen muss, folgendermassen schreiben: 

WO f die Attractionsconstante und V das Potential der rotiren- 
den Masse bedeutet. Wenn nun die Eotationsgeschwindigkeit 
klein ist und demnach die Oberfläche nicht stark von der 
Kugelgestalt abweicht ^ so kann man, unter R den mittleren 
Halbmesser derselben verstanden, annähernd setzen: 

Ebenso können wir in erster Annäherung setzen, unter E den 
mittleren Halbmesser und unter ö die mittlere Dichtigkeit der 
Erde verstanden: 

Daraus aber erhellt, dass in der obigen allgemeinen Gleichung 
für die Oberfläche das von der Attraction herrührende Glied: 

desto mehr zurücktritt, je kleiner B wird; je grösser dagegen 
jR wird, desto mehr verschwindet das ^uf die Molecularkräfte 
sich beziehende Glied: 



o(— + —) =—' 



Nur bei mittelgrossen rotirenden Massen sind daher sowohl 
die Molecularkräfte, als auch die allgemeine Massenanziehung 
der Flüssigkeitstheilchen auf die Gestalt der Oberfläche von 
Einfluss', bei sehr grossen Massen verschwindet der Einfluss 
der Molecularkräfte und die Gestalt der Oberfläche ist nur 
durch die Gravitation bedingt; bei sehr kleinen Massen da- 
gegen verschwindet umgekehrt der Einfluss der Attraction und 
die Gestalt der Oberfläche hängt nur von den Molecularkräf- 
ten ab. 



'y-'^ 



Bemerkungen zu den Fignrentafeln. 



Tab. I Fig. 1 stellt die Meridiancurve eines Unduloides für das Verhält- 



niss ^ = 0,175 dar (s. S. 164 u. f.). 



j> 



«2 

„ Fig. 2 zeigt die Meridiancurve eines Nodoides für dasselbe Ver- 
hältniss 5^ = 0,175. 

«2 

Tab. II Fig. 3 zeigt die Meridiancurve eines Unduloides für das Verhält- 
niBs — 1- = 1. 

„ ,, Fig. 4 stellt in grösserem Massstabe die eine Hälfte der Meridian- 
curve eines Nodoides für dasselbe Verhältniss — = i dar. 

Tab. III dient zur Erläuterung der Tropfenbildung bei einem im labilen 
Gleichgewichte befindlichen schwerlosen Flüssigkeitscylinder (s. 
S. 171 u. f.). 

„ „ Fig. 5 zeigt den ursprünglichen Flüssigkeitscylinder. 

„ „ Fig. 6 zeigt die Gestalt der Flüssigkeit, wenn die Bildung der 
Ausbuchtungen soweit fortgeschritten ist, dass die Länge der 
Verbindungscylinder ihrem Umfange gleich geworden ist, deren 
Stabilität also aufhört. 

„ „ Fig. 7 zeigt die grösseren und kleineren Tropfen, welche ent- 
stehen, wenn die flüssige Masse in dem in Fig. 2 dargestellten 
Stadium der Gestaltveränderungen zerreisst. 

Tab IV zeigt die Meridiancurven der bei einer rotirenden schwerlosen 
Flüssigkeit auftretenden Gleichgewichtsflächen (s. S. 177 u. f.). 

„ „ Fig. 8 steUt die kugelförmige Gestalt der Flüssigkeit in ruhen- 
dem Zustande dar. 
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Tab. IV Fig. zeigt die Grenzflache, bei welcher die abgeplatteten Gleich- 
gewichtsflächen in die ausgehöhlten übergehen (für Ä; = 1). 

„ „ Fig. 10 zeigt die mittlere der um die Axe ausgehöhlten Flächen 
(für Ä; = 0,6). 

„ „ Fig. 11 zeigt endlich die schüsseiförmige Grenzfläche, welche den 
üebergang bildet von den die Rotationsaxe durchschneidenden 
Flächen zu den ringförmigen Gestalten (für Ä; = 0,4295). 



Berichtigangen. 

S. 30 Z. 3 v.o. muss — 4«r stehen statt r. 

d* V 
S. 30 Z. 17 v.o. muss es heissen: N= XQ-j-*2u^-^' 



Druck vou B. G. Teubner iu Dresdeu. 
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